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Introduction 



La theorie relativiste de la gravitation, ou Relativitc Generale, conduit a une vision 
geometrique de I'interaction gravitationnelle. EUe est regie par les equations d'Einstein. 
Parmi les solutions de ces equations, il existe des solutions decrivant des espace-temps 
contenant un trou noir, c'est-a-dire une region oii la gravite est si intense que rien ne pent 
s'en echapper. La frontiere de cette region est appelee horizon des evenements. Lorsque 
I'observateur franchit I'horizon, la coordonnee qui etait de genre espace a I'exterieur de 
riiorizon devient de genre temps et vice versa. Le cone de lumiere de tout observateur 
franchissant cet horizon bascule et tout retour en arriere est exclu. De nombreuses solu- 
tions trou noir en Relativite Generale ont ete construites et etudiees. La premiere fut la 
solution de Schwarzschild qui dccrit un trou noir statique a symetrie sphcrique. L'espace- 
temps de Schwarzschild est asymptotiquement Minkowskien. Par la suite, d'autres solu- 
tions avec un autre type de comportement asymptotique ont ete derivees. Mentionnons 
la solution de Schwarzschild- anti deSitter (AdS) qui est une solution generahsant la 
metrique de Schwarzschild au cas des equations d'Einstein avec constante cosmologique 
(negative). Get espace-temps n'est plus asymptotiquement Minkowskien mais asympto- 
tiquement AdS ; a I'infini il est domine par la constante cosmologique et tend vers la 
solution a courbure constante de AdS. 

Dans cette these, nous allons nous consacrer a la construction et a I'etude de nouvelles 
solutions trou noir, dans des theories decrivant la gravitation couplee a des champs de 
matiere, avec un comportement asymptotique different dc ccux que nous venons de 
mentionner. En effet, ces solutions ne sont ni asymptotiquement Minkowskiennes ni 
asymptotiquement AdS. Nous construirons de telles solutions principalement dans des 
theories a quatre dimensions d' espace-temps. Mais nous le ferons aussi a 2-1-1 dimensions 
et pour un nombre quelconque de dimensions. 

Pourquoi s'interesser a des espace-temps non asymptotiquement plats, alors que 
ceux-ci semblent a priori cxclus par I'observation ? Une motivation pourrait etre d'essayer 
d'etendrc le champ d'application dc la conjecture de Maldaccna, scion laqucllc il y a 
une correspondance etroite (dite correspondance AdS/GFT) entre certaines theories 
des cordes sur des espace-temps de la forme AdS^ x Mo-a-, et des theories de champs 
conformes sur le bord de AdSd- Mais notre motivation principale sera d'utiliser de telles 
solutions afin d'etendre et de verifier la validite de methodes et d'outils mis au point pour 
I'etude des trous noirs asymptotiquement Minkowskiens ou asymptotiquement AdS. 

Un premier probleme est celui du calcul de I'energie et du moment angulaire de 
tels trous noirs. Dans le cas de la solution de Schwarzschild, la composante qqq de la 
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metrique est reliee au potentiel gravitationnel, en 1/r, dont T'lntensite" donne la masse 
du trou noir. Une telle approche naive n'est pas possible pour des trous noirs non 
asymptotiquement plats. Nous utiliserons le formalisme quasilocal qui est I'approche 
moderne au calcul de I'energie en Relativite Generale. Intuit ivement, cette methode 
permet de calculer le flux d'energie a travers une surface fermee. L'approche quasilocale, 
qui permet de calculer la masse et le moment angulaire d'une solution quelque soit 
son comportement asymptotique, constitue la seule methode pouvant s'appliquer aux 
solutions que nous construirons. 

Deuxiemement, comme nous le verrons dans le premier cliapitre, les trous noirs presentent 
des liens intrigants avec la thermodynamique. En effet, quatre lois de la mecanique des 
trous noirs ont ete derivees au debut des annees 70. Or, ces quatre lois montrent de 
fortes ressemblances avec les quatre principes de la thermodynamique. En particulier, 
la premiere loi relie entre elles les diffcrcntielles de la masse, du moment angulaire, de 
I'entropie et de la charge electrique d'un trou noir. II est generalement admis que ces 
quatre lois, qui ont ete demontrees pour des espace-tcmps asymptotiquement plats, s'ap- 
pliquent aussi au cas des espace-temps non asymptotiquement plats. Nous chercherons 
a verifier si les solutions que nous construirons satisfont ou non a la premiere loi de la 
thermodynamique des trous noirs. 

La these est organisee de la maniere suivante. 

Dans le premier chapitre, nous ferons une breve introduction historique sur les trous 
noirs, puis nous introduirons les diagrammes de Penrose et le formalisme quasilocal; 
deux outils que nous utiliserons tout au long du reste de la these. Nous conclurons le 
chapitre en parlant du lien entre trous noirs et thermodynamique. 

Dans les chapitres 2 a 5, nous allons travailler dans le cadre de theories inspirees des 
theories des cordes, c'est-a-dire, soit des theories obtenues par reduction dimensionnelle 
des theories des cordes, soit des theories representant une partie du secteur bosonique 
de ces theories. 

Dans le deuxieme chapitre, nous introduirons la theorie d' Einstein- Maxwell Dila- 

toniquc. Nous rappclcrons les sohitions trou noir statiqucs a symetrie spherique (asymp- 
totiquement plates et non asymptotiquement plates) de cette theorie. Ensuite, nous nous 
concentrerons sur les solutions non asymptotiquement plates et nous etudierons le mou- 
vement geodesique des particules dans le champ de gravitation de ces solutions. Puis 
nous montrerons comment construire les diagrammes de Penrose de ces solutions. Pour 
finir, nous adapterons le formalisme quasilocal a la theorie d'Einstein-Maxwell dila- 
tonique et nous I'utiliserons pour calculer la masse des solutions non asymptotiquement 
plates a symetrie spherique. 

Dans le troisieme chapitre, nous construirons de nouvelles solutions trou noir en rota- 
tion de la theorie d'Einstein-Maxwell dilatonique pour une valeur particuliere de la con- 
stante de couplage du dilaton : = 3. Pour ce faire, nous utiliserons les deux ingredients 
suivants. Premierement, la theorie d'Einstein-Maxwell dilatonique (pour = 3) est la 
reduction dimensionnelle de la theorie d'Einstein a cinq dimensions sans source par rap- 
port a un vecteur de Killing du genre espace. Deuxiemement, la theorie d'Einstein a cinq 
dimensions sans source avec un vecteur de Killing du genre temps admet un modele a 
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invariant sous un groupe de transformations reliant entre elles les differentes solutions 
de la theorie. Nous montrerons aussi quels sont les liens entre les nouvelles solutions de 
la theorie d'Einstein-Maxwell dilatonique (pour = 3) que nous avons construites et 
les solutions connues de la theorie d'Einstcin a cinq dimensions sans source. Ensuite, 
nous utiliserons le formalisme quasilocal, que nous avons adapte a la theorie d'Einstein- 
Maxwell dilatonique dans le chapitre 2, pour calculer la masse et le moment angulaire 
des nouvelles solutions. 

Dans le quatrieme chapitre, nous construirons une nouvelle solution, decrivant un 
trou noir en rotation non asymptotiquement plat, de la theorie d'Einstein-Maxwell 
dilato-axionique. EUe contient la theorie d'Einstein-Maxwell dilatonique lorsque la con- 
stante de couplage du dilaton est egale a un. Nous verrons ensuite quel est le lien entre 
la nouvelle solution et une certaine solution de la Relativite Generale sans source a six 
dimensions, en utilisant le fait que la theorie d'Einstein-Maxwell dilato-axionique s'ob- 
tient par reduction dimensionnelle d'un secteur de la Relativite Generale sans source a 
six dimensions avec deux vecteurs de Killing. Apres avoir adapte le formalisme quasilo- 
cal a la theorie d'Einstein-Maxwell dilato-axionique, nous utiliserons ce formalisme pour 
calculer la masse et le moment angulaire de la nouvelle solution. Enfin, nous conclurons 
le chapitre en etudiant le mouvement geodesique des particules, et en determinant les 
modes propres d'un champ scalaire dans le champ de gravitation de la nouvelle solution. 

Dans le cinquieme chapitre, nous construirons de nouvelles solutions (decrivant des 
trous noirs ou des branes noires) non asymptotiquement plates d'une theorie a D di- 
mensions d'espace-temps generahsant la theorie d'Einstein-Maxwell dilatonique. Nous 
resoudrons les equations du mouvement de cette theorie en cherchant des solutions sta- 
tiques. Comme dans les chapitres precedents, nous calculerons la masse de ces solutions 
en utilisant le formalisme quasilocal apres I'avoir adapte a cette theorie. Puis, pour des 
valeurs particulieres de la constante de couplage du dilaton, nous montrerons comment 
generaliser les solutions statiques a des solutions en rotation. 

Enfin, dans le sixieme chapitre, nous construirons une nouvelle famille de solutions 
trou noir d'une theorie a trois dimensions d'espace-temps, la Gravitation Topologique- 
ment Massive, qui generalise la Relativite Generale sans source a trois dimensions. Nous 
construirons les diagrammes de Penrose, et nous calculerons la masse et le moment 
angulaire de ces solutions. 

Les conventions et les definitions de termes que nous utiliserons tout au long de cette 
these sont regroupees dans 1' appendice Conventions et definitions. 

Les travaux regroupcs dans les chapitres 2 et 3 ont fait I'objet d'un article soumis a 
Physical Review D (voir Appendice C. ' 'Non-asymptotically flat, non-AdS dilaton 
black holes' '). De meme, le travail expose dans le chapitre 4 a ete publie dans la re- 
vue Physical Review D (voir Appendice A. ' 'Linear Dilaton Black Holes' '). Enfin, 
le travail detaille dans le chapitre 6 a ete public dans la revue Classical and Quan- 
tum Gravity. Get article est reproduit dans I'appendice B. ' 'The Black Holes of 
Topologically Massive Gravity''. 
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Chapitre 1 
Trous noirs 



Dans ce premier chapitre, nous allons tout d'abord faire une petite introduction 
historique sur les trous noirs. Puis, dans les sections 2 et 3, nous introduirons deux 
outils que nous utiliserons tout au long du reste de la these : les diagrammes de Penrose 
et le formalisme quasilocal. Pour finir, nous exposerons brievement les liens intrigants 
existant entre les trous noirs et la thermodynamique. 

Dans ce chapitre (sauf la section 1), le systeme d'unite utilise est tel que G = c = 1. 



1.1 Introduction 

Au cours du mois de decembre 1915, Einstein publia une serie de quatre papiers don- 
nant les grandes lignes de la Relativite Generale conduisant a une vision geometrique de 
I'interaction gravitationnelle. Dans cette theorie, la gravitation est regie par les equations 
d'Einstein ^ ^ 

Riiv — ^9iJiuR = — (1.1) 

Peu de temps apres, en 1916, Schwarzschild obtint une solution a ces equations decrivant 
le champ de gravitation a I'exterieur d'un corps spherique 

ds^ = -{l —\dt^+{l — j dr^ + r^dn^. (1.2) 

Cette solution est I'unique solution a symetrie spherique des equations d'Einstein sans 
source (theoreme de Birkhoff P, 1923). La region < r < 2GM fut longtemps ignoree 
et meme consideree comme non physique pour deux raisons : d'une part, I'apparente 
singularite en r = 2GM, qui a ete tout d'abord consideree comme une vraie singularite, 
et d'autre part le fait que le rayon r = 2GM soit en pratique situe bien a I'interieur du 
rayon de I'etoile Vg, dont la solution de Schwarzschild represente le champ de gravitation 
exterieur. L'extension analytique maximale de la solution de Schwarzschild qui montre, 
entre autres, que la surface r = 2GM n'est pas une vraie singularite, a ete obtenue par 
Kruskal [2] et Szekeres [3]. 
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Chapitre 1. Trous noirs 



Plus tard, avec remergence du concept de trou noir (voir jl]), il a ete realise que la so- 
lution de Schwarzschild pouvait representer I'exterieur d'une etoile en effondrement ainsi 
que I'interieur et I'exterieur de I'horizon du trou noir forme a la fin de cet effondrement. 

En 1963, Kerr f3] obtint une solution, generalisant celle de Schwarzschild, decrivant 
le champ de gravitation produit par un corps en rotation. Carter et Robinson j7j ont 
montre que tout trou noir stationnaire et axisymetrique est caracterise par seulement 
deux parametres : sa masse et son moment angulaire, et que sa metrique est donnee 
par la solution de Kerr. II est remarquable que 1' effondrement gravitationnel de corps 
differant par leurs formes et leurs compositions conduise a la meme famille de solutions 
(Kerr) possedant une masse et un moment angulaire. On dit que le trou noir n'a pas de 
"cheveux" . 

Les solutions de Schwarzschild et de Kerr constituent done les seules solutions sta- 
tique a symetrie spherique et stationnaire axisymetrique, respectivement, de la Relativite 
Generale sans source. 

Les solutions trou noir de la Relativite Generale avec source ont aussi ete etudiees. 
Dans la theorie d'Einstein-Maxwell, les solutions de Reissner-Nordstrom et de Kerr- 
Newman sont les generalisations avec charge des solutions de Schwarzschild et de Kerr, 
respectivement. II a ete montre que la solution de Reissner-Norstrom est I'unique solution 
trou noir statique (vide a I'exterieur de I'horizon excepte le champ electromagnetique 
produit par la charge du trou noir) a symetrie spherique de la theorie d'Einstein-Maxwell 
jS]. De meme, la solution de Kerr- Newman est I'unique solution trou noir stationnaire 
axisymetrique vide a I'exterieur de I'horizon (excepte le champ electromagnetique) [H]. 

Toutes les solutions precedemment citees sont asymptotiquement Minkowskiennes. 
II existe cependant des solutions avec un comportement asymptotique different. Par 
exemple, les solutions de de-Sitter (dS) et Anti-de-Sitter (AdS) sont des solutions de la 
Relativite Generale avec constante cosmologique A 

R,,u - ^gf^uR = ^Qi^u (1.3) 

(A > pour dS et A < pour AdS). Encore une fois, les generalisations correspondantes 
des solutions de Schwarzschild (Schwarzschild-dS et Schwarzschild-AdS) : 

ds^ = - il —\dt^+il dr^ + r^dn^ (1.4) 

et des autres trous noirs que nous avons mentionnes precedemment : Reissner-Nordstrom- 
(A)dS et Kerr- Newman- (A) dS ont ete construites. Dans le cas A < 0, ces solutions ont 
asymptotiquement (r —>■ 00) la signature — h ++, avec un comportement domine par 
le terme proportionnel a la constante cosmologique 

ds^ ~ ^dt^ - -^dr^ + r^dn\ (1.5) 
3 Ar2 ' 

On dit que ces solutions sont asymptotiquement AdS. 
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1.1. Introduction 



Tout au long de cette these nous allons construire des solutions avec un autre type 
de comportement asymptotique. En effet, ces solutions ne seront ni asymptotiquement 
Minkowskiennes ni asymptotiquement AdS. Le comportement asymptotique de ces so- 
lutions est tel que 

ds"^ ^ -r^+^dt^ + r-(^+^)rfr2 + r^-^n^ , -K 7 < 1- (1.6) 

Nous voyons que la metrique est asymptotiquement plate uniquement dans le cas limite 
oil 7 ^ —1. 

Pour finir, evoquons la solution de Taub-NUT (Newman, Tamburini et Unti) [TOl 
qui est une solution de la Relativite Generale sans source (G = 1) : 

^2 _ 9 Mr — /V^ -I- /V^ 

= - ,'+A,/ (''' + 2^^-=°^''''v')' + ,,_'^,;,;_^, *-' + (r- + /V-)<i»^ (1.7) 

Le parametre N est appele charge NUT (pour une definition plus precise de la charge 
NUT voir I'appendice Conventions et definitions). Le terme croise entre dtdip propor- 
tionnel a introduit une singularite appelee corde de Misner [l2j similaire a la corde 
de Dirac apparaissant en electromagnetisme dans le cas du monopole magnetique. Par 
consequent, ces trous noirs ne sont pas des trous noirs reguliers, la corde introduisant 
une singularite a I'exterieur de I'horizon. 

Les solutions trou noir de theories a 2 + 1 dimensions (THl E] (voir aussi chapitre 
6) et de theories a plus de 4 dimensions d'espace-temps [13 CHI El El E] (voir aussi 
chapitre 5) ont ete aussi etudiees. 

Donnons maintenant la definition d'un trou noir. 

• Trou noir : On appelle trou noir une region de I'espace-temps oil la gravite est 
si intense que rien ne pent s'en echapper y compris la lumiere. Les evenements se pro- 
duisant a I'interieur de cette region sont alors completement deconnectes causalement du 
reste de I'espace-temps. La frontiere de cette region est appelee horizon des evenements . 
Dans le cas des trous noirs statiques, les emplacements des horizons sont "donnes" par 
les zeros de gu (par exemple r = 2GM, dans le cas de la solution de Schwarzschild). 

Plus rigoureusement, une region B d'un espace-temps M est appelee trou noir si 
cette region est deconnectee causalement de I'infini /"•" c'est-a-dire B = M — J~{I~^) 
(voir figure 1.1). L'horizon des evenements ou horizon apparent, H, est defini comme 
I'intersection entre la frontiere du passe causal de I'infini du genre lumiere futur (J~(/^)) 
et de I'espace-temps M : H = J^(/+) fl M (en se rappelant que les infinis conformes 
et i° ne font pas partie de M). 

Remarquons que la definition d'un trou noir ne fait pas intervenir la notion de singu- 
larite mais uniquement la notion d'horizon (pouvant ou non masquer une singularite). 

Definissons maintenant ce qu'est une singularite. 

• Singularite : La notion de singularite en Relativite Generale est souvent associee 
aux singularites de courbure, c'est-a-dire aux "endroits" oil la courbure de I'espace-temps 
diverge. 

Nous adopterons ici une definition plus generale. Un espace-temps sera dit singulier 
si il est geodesiquement incomplet, c'est-a-dire si il possede au moins une geodesique ne 
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Chapitre 1. Trous noirs 




Fig. 1.1 - Diagramme de Penrose (voir section suivante) d'un espace-temps representant 
un trou noir forme a la suite de I'effondrement gravitationnel d'une etoile, par exemple. 

sont les infinis conformes de genre lumiere futur et passe. La double barre represente 
une singularite cachee derriere I'horizon H. 

pouvant etre prolongee au-dela d'une valeur finie de son parametre affine (la singularite 
se trouvant au bout de cette geodesique). 

1.2 Diagramme de Pemose 

Dans cette deuxieme partie, nous allons introduire une representation de I'espace- 
temps proposee par Penrose : le diagramme de Penrose. II permet de representer I'espace- 
temps en entier sur une feuille de papier, nous donnant ainsi une vision globale de celui-ci. 

Pour bien comprendre en quoi consiste ce diagramme et la maniere de le construire, 
nous allons prendre un exemple : la metrique de Minkowski, 

ds^ = -dt^ + dr^ + r^dQ'^, r > 0, te]-oo,oo[ (1.8) 

oil dfl"^ = dO^ + sin^ Odip"^. Nous pouvons aussi parametriser la solution de Minkowski en 
utilisant les coordonnees du cone de lumiere : u = t — r et v = t -\- r {u, v — co , +cxo[) 
mettant la metrique sous la forme 

ds'^ = -dudv + - — f>M(r>0). (1.9) 

Les points situes a I'infini "r = cxd" et "t = ±cxd" ne font bien sur pas partie de I'espace- 
temps de Minkowski alors que r = et sin^ = sont des singularites de coordonnees 
(le systeme de coordonnees est mal adapte pour decrire I'espace-temps en ce point ; la 
metrique etant cependant reguliere en ces points comme nous le verrons plus loin en 
utilisant un autre systeme de coordonnees). 

Pour construire le diagramme correspondant a (jl.Sj) . nous allons tout d'abord intro- 
duire un nouveau systeme de coordonnees oii les coordonnees des points situes a I'infini 



14 



1.2. Diagramme de Penrose 



prennent des valeurs finies 
genre lumiere 

La metrique devient alors 

ds'^ = (2 cos U cos Vy^ {-AdUdV + sm^{V - U)d^f) (1.11) 

avec -f < [/ < f , -f < V < f et 1/ > t/ (r > 0). Les points "r = oo" et "t = ±oo" 
correspondent dans le nouveau systeme de coordonnees a?7 = ±^et y = ±|. Cepen- 
dant, ces points restent a distance geodesique infinie a cause du terme (2 cost/ cosl^)~^. 
Pour les amener a distance geodesique finie, nous multiplions la metrique par le fac- 
teur A = (2cosf/ cosVY (transformation conforme). Nous obtenons alors la metrique 
suivante 

ds^ = A{U, V)ds'^ = -AdUdV + sin^iV - U)d^? (1.12) 

qui n'est pas solution des equations d'Einstein sans source mais qui donne la structure 
conforme de la metrique de Minkowski (la transformation conforme n'affecte pas la 
structure causale de I'espace-temps) . Dans cette metrique ()1.12p . les points qui etaient 
situes a I'infini dans la metrique ()1.8|) sont maintenant a distance geodesique finie, ce 
qui nous permet de les inclure dans I'espace-temps ( — |<f/ <f,— f<V<f). 
D 'autre part, ils correspondent a des coordonnees finies, ce qui va nous permettre de les 
representer sur une feuille de papier. De plus, les singularites de coordonnees ne sont 
plus presentes dans le nouveau systeme de coordonnees et nous pouvons considerer aussi 
bien les valeurs positives de r (V > U) que les valeurs negatives de r {V <U). 
Finalement, introduisons les coordonnees T et X definies par 

T = U + V, X = V-U (1.13) 

qui nous permettent d'ecrire la metrique sous la forme plus familiere 

ds^ = -dT^ + dX^ + sin^ XdQ^ (1.14) 

avec —71 < T ± X < 7T. 

Nous sommes maintenant en mesure de donner une representation de I'espace-temps 
()1.8|1 ou plus precisement de sa structure conforme ()1.14j) . Le diagramme de Penrose 
ne prend en compte que la partie (T, X) de la metrique et neglige les coordonnees 
angulaires. Compte-tenu des domaines de variations de T et de X, il est facile de voir 
que Ton obtient la figure 1.2. En se rappelant que I'espace-temps de Minkowski (jl.Sp ne 
contient pas les points situes a I'infini, nous en deduisons que fll.8|) est representee par 
I'interieur de la partie droite du losange (r > 0) plus la ligne r = 0. 

Le diagramme de Penrose fait la distinction entre plusieurs types d'infinis appeles 
infinis conformes denotes par i^, et (voir Figure 1.3). est I'infini du genre espace 
c'est-a-dire lorsque r — oo a t fini. sont les infinis du genre temps futur et passe 
{t — ±cx) et r fini). Enfin, sont les infinis du genre lumiere futur {t — > oo, r — > oo et 
r — t fini) et passe {t — oo, r — > oo et r -|- 1 fini). Pour finir, notons que les geodesiques 



. Pour cela, nous introduisons deux nouvelles coordonnees du 
[/ = tan-^M, V = tan-^v. (1.10) 
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T 

A 




Fig. 1.2 - La representation dans le plan (T,X) de ()1.14|) est donnee par I'interieur du 
losange ainsi que ses cotes. p.8|) est representee par I'interieur de la partie droite du 
losange plus la ligne r = (voir Fig 1.3). 

du genre lumiere sont representees par des lignes inclinees a 45°. Les geodesiques du 
genre temps commencent en i~ et se terminent en i^. Cependant, des courbes du genre 
temps peuvent, par exemple, commencer en /~ et se terminer en De meme, les 
geodesiques du genre lumiere commencent en I~ et se terminent en /"•". Les geodesiques 
du genre espace commencent et se terminent en i^. Les vraies singularites, c'est-a-dire 
n'incluant pas les singularites de coordonnees, seront representees dans la suite par une 
double ligne. 

1.3 Energie quasilocale 

En Relativite Generale, I'existence d'une definition satisfaisante de I'energie est tou- 
jours un probleme ouvert. Beaucoup de travaux ont ete consacres a la recherche d'un 
equivalent gravitationnel a la densite d'energie-impulsion T^'^ de la matiere [221 1211 1211 
1231231211 ■ Cependant, les quantites obtenues sont des pseudotenseurs et done dependent 
du referentiel choisi. Ces quantites ne sont done pas satisfaisantes. II est maintenant 
generalement admis qu'il est impossible d'obtenir une definition locale de I'energie en 
Relativite Generale. Nous pouvons le comprendre en se rappelant le postulat du principe 
d' equivalence. En un point, un observateur ne pent faire la difference entre sa propre 
acceleration et celle du champ de gravitation, rendant impossible la mesure du champ de 
gravitation en ce point (voir [211 pages 466-468 pour une discussion plus approfondie). 
Autrement dit, nous pouvons toujours choisir, en un point, un repere oii le champ de 
gravitation est nul alors que la gravitation est pourtant presente. 

II existe des definitions permettant de calculer la masse et le moment angulaire a 
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r = cste 



o 




\ t = cste 



1" 



Fig. 1.3 - Le diagramme de Penrose de (jl.8|) est donne par Tinterieur du losange plus 
la ligne r = 0. Nous avons represente une courbe de genre espace t = cste et une courbe 
de genre temps r = cste. Tons les points du diagramme sont des spheres de rayons sinX 
sauf i^*", J^*" et r = 0. 2°, et r = sont des points alors que I"^ sont des hypersurfaces 
de genre lumiere. II est important aussi de noter que les points et i° sont distincts 
des lignes J^*" et r = 0. 

I'infini. Dans le cas d'espace-temps asymptotiquement plats, la definition la plus utilisee 
est celle de Arnowitt, Deser et Misner (ADM) pH]. Pour des espace-temps asympto- 
tiquement AdS, mentionnons la definition de Abott et Deser fl^ qui adapte la methode 
utilisee par ADM au cas d'espace-temps asymptotiquement AdS. Cependant, nous con- 
struirons, dans les chapitres suivants, des solutions qui ne seront ni asymptotiquement 
Minkowskiennes ni asymptotiquement AdS. Nous ne pourrons done pas utiliser les for- 
mules precedentes pour calculer la masse et le moment angulaire de nos solutions. 
L'impossibilite de definir une energie locale en Relativite Generale a conduit les physi- 
ciens (Penrose ayant semble-t-il ete le premier j^) a introduire le concept d'energie 
quasilocale, qui comme nous le verrons plus loin, est associee a une surface a deux di- 
mensions de genre espace. De nombreuses definitions ont ete proposees pour I'energie 
quasilocale (voir jSI] pour un resume des approches utilisees et les references associees). 
Nous utiliserons dans cette these la definition proposee par Hawking et Horowitz |321 
qui utilise I'approche Hamiltonienne (voir aussi [SSIISII)- Rappelons brievement en quoi 
consiste cette definition et les principales etapes du calcul. 

Pour cela, prenons I'exemple de la gravitation sans source donnee par Faction d'Einstein- 



a laquelle nous avons ajoute un terme de surface ^35] ((9m designant la frontiere de 
I'espace-temps M). L'ajout de ce terme de surface est necessaire. En effet. Taction 
d'Einstein-Hilbert est generalement presentee comme Paction dont la variation par rap- 
port a la metrique g^u donne les equations d'Einstein. Or, la densite Lagrangienne ^/gR 
dependant de la metrique g^^ ainsi que de ses derivees premiere et seconde, la variation 



Hilbert 





M 



dM 
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de Faction d'Einstein-Hilbert est 

6S = J (eqs du mouvement)(55'^'^-\/|^(i^a; + terme de snrface{Sg^'^ , 5g^^). (1-16) 

Pour avoir un principe variationnel bien defini le terme de surface doit s'annuler, ce 
qui implique d'imposer a la fois 5g^^ = (conditions aux limites de type Dirichlet) et 
^giiu _ g (^conditions aux limites de type Neumann) ce qui est impossible en general. 
Choisissons, par exemple, d'imposer des conditions aux limites de type Dirichlet. Le 
terme de surface ne contient plus alors qu'un terme proportionnel a 6g^'^. Or, nous 
pouvons montrer (voir page 458) que ce terme n'est autre que la variation de la 
courbure extrinseque K de Dm- C'est la raison pour laquelle nous ajoutons le terme 
jgj^jKd^x a Taction d'Einstein-Hilbert, ce terme permettant d'eliminer la contribution 
proportionnelle a 6g^'^ lors de la variation. 

Revenons a la definition de Hawking et Horowitz de I'energie quasilocale. Tout 
d'abord nous devons calculer le Hamiltonien de la theorie d'Einstein. Pour cela, nous 
effectuons une decomposition a la ADM (Arnowitt, Deser et Misner) [2H] de la metrique 

ds"^ = -N'^dt^ + hij{dx' + N'dt){dx^ + NHt) (1.17) 

qui correspond au decoupage de I'espace-temps (voir Figure 1.4) en une famille d'hy- 
persurfaces de genre espace de metrique hij. La frontiere de I'espace-temps consiste 
en une liypersurface de genre temps et deux hypersurfaces de genre espace E^^ et 
. Pour la simplicite du calcul les hypersurfaces sont prises orthogonales a (voir 
PB] pour le calcul dans le cas non orthogonal). Les intersections entre les et sont 
appelees S"^ . Ces surfaces ont pour metrique aab- Lorsque nous avons donne la definition 
d'un trou noir dans la premiere section, nous avons indique que, pour les trous noirs 
statiques, les emplacements des horizons sont donnes par les zeros de gu- Dans le cas 
d'un trou noir stationnaire, les emplacements des horizons sont donnes par les zeros de 
N. Le zero, (situe avant I'horizon des evenements > r/^), de gu est appele limite 
statique car il ne pent exister d'observateur statique dans la zone Vh < r < Vs (appelee 
ergosphere). 

En utilisant (jl.l7|) . nous pouvons reecrire Taction (jl.l5|) en faisant apparaitre le 
Hamiltonien 



oil 




(1.18) 



(1.19) 



est le moment conjugue de hij, vr*-^ = -^Pij et e = -^^/ak. 
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Fig. 1.4 - Representation de Fespace-temps ()1.17p . On appelle u la normale (de genre 
temps) aux hypersufaces et n la normale (de genre espace) aux hypersurfaces S**. La 
metrique de I'espace-temps gfj^^ induit une metrique hij = gij + UiUj sur les hypersurfaces 
et une metrique aab = Qab + UaU^ — UaUh sur les hypersurfaces T,^. 



Les quantites k et K sont, respectivement, la trace de la courbure extrinseque de S'^ et 
Ei donnees par 

K>.u = -/^^V„n, = (V - 2D(^iV,)) (1.20) 

k^, = -cr'^D^n, (1.21) 

oil V est la derivee covariante associee a la metrique (7^jy et D celle associee a la metrique 
hij. 

Les quantites Ti et Tii sont des contraintes associees aux multiplicateurs de Lagrange 
et N' 

n = -Rs + ^ {p^'^p,, - , = -2D^ . (1.22) 

Maintenant que nous avons obtenu le Hamiltonien de la Relativite Generale, nous 
definissons I'energie comme etant la valeur de ce Hamiltonien "sur couche" (c'est-a- 
dire lorsque les equations d'Einstein sont satisfaites) . Etant donne que les contraintes 
H et Hi s'annulent pour une solution de la theorie, I'energie est simplement donnee par 
le terme de surface du Hamiltonien (qui provient en partie de Faction d' Einstein- Hilbert 
et en partie du terme de surface ajoute a celle-ci des le depart) 




(1.23) 



En particulier, nous voyons que I'energie ne depend que de quantites evaluees sur la 
surface a deux dimensions du genre espace S^. 
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Cependant, I'energie quasilocale est generalement divergente. Pour obtenir une energie 
finie, il faut retrancher la contribution d'une solution de fond. Pour une solution 
{g^u, 0) (0 representant d'eventuels champs de matiere), la solution de fond ((7°^, 0°) 
est clioisie de telle maniere que les {g^u, 0) et les {g'^^, 0") coincident^ sur I'hypersurface 
5'[. En supposant que la solution de fond est statique (A^'q = 0) (ce qui sera le cas dans 
cette these), I'energie est alors donnee par la formule suivante : 




(1.24) 



Pour finir, en examinant la variation du Hamiltonien sous une rotation infinitesimale 
^ x^^ + 5x^, 

6n = J^5x^, (1.25) 

nous en deduisons I'expression suivante pour le moment angulaire (J° = pour une 
solution de fond statique) 

Ji = -2 y n^vr^dV (1.26) 

SI 

Nous pouvons verifier que ces definitions coincident avec les precedentes definitions 
de I'energie en Relativite Generale |32j . 



1.4 La thermodynamique des trous noirs 

Au debut des annees 1970, Bekenstein [2ZIISH1 obtint la formule suivante 

dM = ThdA + nhdJ + ^hdQ (1.27) 

reliant entre elles les differentielles de la masse M, de I'aire A de I'horizon, du moment 
angulaire J et de la charge electrique Q de la solution de Kerr-Newman. Les quantites 
Th, flh et sont la tension effective de surface de I'horizon, la vitesse angulaire de 
I'horizon et le potentiel electrostatique sur I'horizon, respectivement. Peu de temps apres, 
toujours pour la solution de Kerr-Newman, Smarr deriva a partir de ()1.27|) . la 
formule suivante 

M = ThA + 2nhJ+^hQ- (1.28) 

En 1971, Hawking demontre un theoreme sur I'aire d'un trou noir. Ce theoreme dit 
que I'aire d'un trou noir ne diminue jamais 

5A > 0. (1.29) 

Ce theoreme fait fortement penser au deuxieme principe de la thermodynamique qui dit 
que pour tout processus physique I'entropie d'un syteme ne pent diminuer. Cependant, le 

^ou au moins sont egaux a un ordre d' approximation suffisant. 
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theoreme de Hawking est plus fort encore car pour un systeme de trous noirs, c'est I'aire 
de chaque trou noir qui ne pent diminuer. De plus, lorque deux trous noirs fusionnent 
et qu'un nouveau trou noir en resulte, I'aire du trou noir final ne pent etre inferieure 
a la somme des aires initiales. L'aire d'un trou noir semble done reliee a I'entropie 
de celui-ci. Dans Particle |4(J.^, Bardeen, Carter et Hawking ont generalise les resultats 
obtenus par Bekenstein (jl.27j) et Smarr (|1.28|) au cas d'une solution asymptotiquement 
plate quelconque et, en poursuivant I'analogie avec la thermodynamique, ont formule 
les quatre lois de la mecanique des trous noirs. 
Rappelons ici leur expression : 

. La "loi zero" : La gravite de surface est constante sur I'liorizon pour un trou noir 
stationnaire. 

a comparer avec le principe zero de la thermodynamique : la temperature T d'un corps 
en equilibre est constante. 
. La "premiere loi" : 

dM = ^dA + QhdJ + <i>hdQ (1.30) 

Oil K est la gravite de surface de I'horizon, a comparer avec le premier principe de la 
thermodynamique : dE = TdS — pdV, les termes QdJ et ^dQ etant des termes de 
travail. 

. La "deuxieme loi" : 

6A> pour tout processus physique (1-31) 

a comparer avec le deuxieme principe de la thermodynamique : 6S > pour tout 
processus physique . 
. La "troisieme loi" : 

On ne pent atteindre n = par aucun processus physique (1-32) 

a comparer avec le troisieme principe de la thermodynamique : On ne pent atteindre 
T = par aucun processus physique. 

Nous avons done quatre lois de la mecanique des trous noirs qui montrent une tres 
grande ressemblance avec les quatre principes de la thermodynamique. En particulier, 
il semble y avoir un lien entre la temperature et la gravite de surface d'une part et 
I'entropie et I'aire du trou noir d'autre part. Cependant, en Relativite Generale classique 
les trous noirs, comme leur nom I'indique, ne font qu'absorber et n'emettent rien. Leur 
temperature est nulle. Apparemment, il ne pent done y avoir de lien entre la temperature 
T et la gravite de surface k, et I'analogie entre les lois de la mecanique des trous noirs et 
les quatre principes de la thermodynamique ne semble etre rien d'autre qu'une analogie. 

En fait, il existe bel et bien un lien entre les quatre lois et les quatre principes. En 
effet. Hawking a montre qu'en incluant les effets quantiques, les trous noirs rayonnent. 
Au voisinage de I'horizon, il y a creation de paires particules-antiparticules. Les antipar- 
ticules tombent dans le trou noir et les particules partent vers I'infini. Tout se passe 
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done comme si le trou noir emettait des particules en se comportant comme un corps 
noir a la temperature 

T = -. (1.33) 

Ztt 



Ce phenomene a pour nom le rayonnement de Hawking j4Tj. II s'agit done d'une emission 
spontanee, phenomene purement quantique qui n'a pas d'equivalent classique. II y a done 
bien un lien entre la temperature et la gravite de surface. En poursuivant I'analogie, nous 
voyons en comparant deuxieme loi et deuxieme principe que 

S = j. (1.34) 

Nous pouvons montrer que I'une des consequences du rayonnement de Hawking est 
que le trou noir pent s'evaporer totalement et done que son aire tend vers zero. En 
tenant compte des effets quantiques la deuxieme loi est done violee. Mais nous pouvons 
introduire une deuxieme loi generalisee 
. La "deuxieme loi generalisee" : 

6St > pour tout processus physique (1.35) 

oil St est la somme de I'entropie du trou noir Stn et de I'entropie Sext de tout ce qui se 
trouve a I'exterieur de celui-ci. 

Ces quatre lois montrent qu'il existe un lien entre gravitation, theorie quantique 
et physique statistique (voir [13] pour une revue relativement recente de la thermody- 
namique des trous noirs). 

Aucune theorie satisfaisante de la gravitation quantique n'a pour I'instant ete obtenue 
PU] . Cependant de nombreux resultats (dont le rayonnement de Hawking) ont pu etre 
obtenus en faisant les calculs dans I'euclidien [Hj, c'est-a-dire en effectuant la continu- 
ation analytique 

T = it, (1.36) 

appelee rotation de Wick, dans la metrique. Prenons I'exemple de la metrique de Schwarzschild 
dans laquelle nous effectuons la rotation de Wick (jl.36|) 



ds' = (^1 - dr' + (^1 - dr^ + r^dQ^ (1.37) 

Au voisinage de I'horizon r = 2M, en posant = r — 2M, nous avons 



ds^ = 8M \^dx' + Y^dr'^j + r^dQ'^. (1.38) 

La metrique de Schwarzschild euclidienne est reguliere si r est une variable angulaire 
de periode /? = SvrM. Or, la regularite de la metrique euchdienne est necesssaire pour 
qu'une theorie quantique des champs a la temperature T = (3~^ soit en equilibre avec 
un trou noir. D 'autre part, nous pouvons verifier que la temperature est bien egale 
a la temperature de Hawking (k = 1/4M pour Schwarzschild). 
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De maniere generale pour une metrique stationnaire ecrite sous la forme ADM j2Hl 

ds'^ = -N^dt^ + n^dr^ + heedO'^ + h^^{difi + N'^dtf (1.39) 

nous avons, en adoptant un repere tournant avec I'horizon rh {dip ^ dip — N'^{rh)dt) et 
en effectuant une rotation de Wick, 

ds^ = N^dr^ + nldr^ (1.40) 

oil nous avons neglige la partie angulaire (6', ip). Au voisinage de I'horizon, r = r/^ + x et 
= xN^ + . . ., la metrique devient 

ds^ ~ x^N'\hdT^ + nl\hdx^ ~ nl\h{dx^ + {n' diN)\hdT^) (1.41) 

qui est reguliere si r est une variable angulaire de periode [3 = 27i/ {n'-diN)\h. Nous en 
deduisons alors la formule generale de la temperature d'un trou noir 

T = = ^{n'm)\h (1.42) 

que nous utiliserons regulierement dans cette these. 

Dans la suite, nous nous interesserons uniquement a la premiere loi. Nous verifierons 
si les nouvelles solutions trou noir que nous deriverons satisfont ou non a cette premiere 
loi. 
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Chapitre 2 

La theorie d'Einstein-Maxwell 
dilatonique 

Dans ce chapitre, nous allons dans une premiere partie presenter la theorie d'Einstein- 
Maxwell dilatonique (EMD). Puis nous rappelerons les solutions a symetrie spherique 
(decrivant des trous noirs asymptotiquement plats et non asymptotiquement plats) de 
cette theorie. Dans les troisieme et quatrieme parties, nous etudierons le mouvement 
geodesique et nous construirons les diagrammes de Penrose des solutions non asymp- 
totiquement plates. Enfin, dans les cinquieme et sixieme parties, nous adapterons le 
formalisme quasilocal a EMD puis nous I'appliquerons aux solutions non asymptotique- 
ment plates. 

Dans ce chapitre, le systeme d'unite utilise est tel que G = 1. 



2.1 La theorie d'Einstein- Maxwell dilatonique 

La theorie d'Einstein-Maxwell dilatonique (EMD), donnee par Taction 

S=-^ [ d'^x^llR- 29,,09> - e-^^'^F^.F^^} (2.1) 
iovr J 

contient un champ scalaire, le dilaton (p, ainsi qu'un vecteur A abelien, qui sont couples 
a la gravite. F^,^ = dfj,A^ — d^A^ est le tenseur electromagnetique. La force du couplage 
entre le dilaton et le champ electromagnetique est "mesuree" par a, appelee constante 
de couplage du dilaton . Nous pouvons nous restreindre, sans perte de generalite, au cas 
« > 0, le cas a < etant aisement obtenu par redefinition du dilaton (0 — > —0). 
Remarquons que Faction ^2.1\ est invariante sous la transformation de dualite 

{g^,, <\>, F^,) ^ {g^, = g^,, = -0, F^, = ie-^^^^F^,) (2.2) 



avec 



F'"' = --e^^'P'^Fp, (2.3) 
2v 9 
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ou et^'^P'^ est le symbole totalement antisymetrique^ . Cette transformation pent etre 
utilisee pour passer d'une solution chargee electriquement {g^^, (j), F^^) a sa version 
chargee magnetiquement {g^^, (j), F^^) et vice versa. En effet, prenons Fexemple d'une 
solution statique chargee electriquement. Les seules composantes non nuUes du tenseur 
electromagnetique sont alors F^q. En utilisant 



F'^ = — e-^^'^e^^'^OFfco. (2.4) 

La transformation ()2.2|) n'affectant pas la metrique, nous avons done la meme solution 
mais avec cette fois-ci un tenseur electromagnetique dont les seules composantes non 
nuUes sont Fij, done une solution chargee magnetiquement. 

Trois cas particuliers, dependant de la valeur de a, sont a signaler. Le cas a = se 
reduit a la theorie d'Einstein-Maxwell couplee a un champ scalaire de masse nulle. 
Le cas a = 1 provient de la limite a basse energie (compactification des dimensions 
supplementaires sur un tore) de la theorie des cordes heterotiques. II pent aussi etre vu 
comme la troncation du secteur bosonique de la supergravite D = 4, N = 4. 
Enfin, le cas a = \/3 pent etre obtenu par reduction dimensionnelle de la theorie d'Ein- 
stein a 5 dimensions par rapport a un vecteur de Killing de genre espace. 

En variant Paction par rapport a 0, et g^^, nous obtenons les equations du 
mouvement suivantes : 



^ -MVWldy) = ~e-"^^F' (2.5) 



1^1 



^ 5^(v^e-2°<^F"'^) = (2.6) 



9\ 

R^, = 2 d^cpdA - ]^g^,e-^^^F^ + 2 e-2"^F/F,A. (2.7) 

Notons que, lorsque = 0, EMD ne se reduit pas a la theorie d'Einstein-Maxwell puisque 
I'equation du dilaton ()2.5p impose la contrainte = sur le champ electromagnetique. 
La theorie d'Einstein-Maxwell n'est retrouvee qu'en imposant = et a = 0. Enfin, 
dans la limite a oo, nous retrouvons la theorie d'Einstein couplee a un champ scalaire 
de masse nulle et la theorie d'Einstein sans source en imposant en plus que le dilaton 
so it constant. 



2.2 Solutions a symetrie spherique de EMD 

Dans Particle [T], les auteurs ont demontre que les solutions obtenues par Gib- 
bons et Maeda jH Ej sont les seules solutions asymptotiquement plates decrivant des 



^Nous adopterons la convention e^^'^" = 1 ou = i. 
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trous noirs reguliers (c'est-a-dire possedant un horizon non singulier) electrostatiques et 
magnetostatiques de EMD. La solution electrostatique est donnee par : 

ds^ = ±4t -dt^ + - ^ + rUl dn^ 2.8 

F = ^^^—dr A dt, e^^^'t'-'t'^) = (i-'_\ (2.9) 



on 



«2 



7 = -—^, -1<7<1, (2.10) 

r+ > r_ > et 0oo est la valeur asymptotique du dilaton. Dans le cas general (7 7^ 1), 
cette solution decrit un trou noir avec un horizon en r+ et une singularite du genre 
espace en r_. Lorsque 7 = 1, la solution se reduit a la solution de Reissner-Nordstrom 
et possede deux horizons en r± et une singularite du genre temps en r = 0. 
La masse et la charge electrique sont : 



7.. ^ _-a<^^ /I +7 



A< = Y + ^r_, Q = e-'^^^^—^^J^ (2.11) 
La version magnetostatique s'obtient aisement en utilisant la transformation de dualite 

(EH). 

Etudions, maintenant, la limite pres de I'horizon (on fait tendre la coordonnee radiale 
r vers r/j, le rayon de I'horizon) et pres de I'extremalite (on fait tendre les deux horizons 
r± I'un vers I'autre) de ces solutions. Cependant, il ne s'agit pas de faire brutalement 
r ^ r_ et r_|_ — > r_ dans la metrique. Detaillons le calcul. Tout d'abord posons 

r^ = r^+eh et r = r_+ef, (2-12) 

oil e est un parametre infinitesimal (que nous ferons tendre vers zero plus loin). La 
solution (I2H)-(Eini) devient 

ds^ = - ^\~:!'^ dt' + ^r^'^^ df' + (^r)^-^(r_ + efy^''dn' (2.13) 

^^r_{r_ + eb)edf Adt, e^"'^ = e^"*^"" (^ ^ ^+ef ) ^^^'^^^ 

II est clair en examinant ()2.13|) et ()2.14|) que nous ne pouvons pas prendre e — > 
brutalement. Pour pouvoir prendre la limite e ^ "proprement" , il est necessaire de 
changer I'echelle de r_ et de t ainsi que de fixer la valeur de 0oo 



t = e^t, r_ = e " ro, 0oo = — ctlne. (2-15) 

La solution s'ecrit alors 

ds' = -^iSLz^L^dt" + (!o+li!!!^rf^2 -1-,^ ^1+.^ -)i+,^^2 ^2.16) 

(ro + 6^+" f)i+T r'y {r -b) ^ ' ^ ' 
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F = ^|^^Jr,{r, + e^^^%)df^di, = (^T^^) ^ ' • (2-17) 

Nous pouvons maintenant prendre la limite e — > sans probleme et nous obtenons ainsi 
une solution a deux parametres de EMD, solution precedemment obtenue par resolution 
directe des equations du mouvement dans Particle 



ds^ = -"-i^—^dt^ + ^£l-[dr2 + r(r - b)dn^] (2.18) 



ro+^ rT(r - b) 



F = \^ ^—-dr Adt, e'°'^= - , (2.19) 
2 ro \ro' 



oil nous avons renomme r en r et t en t. 

Le parametre tq est relie a la charge electrique 



^ = i / ^'"^'^P'^VWldedif = y^ro (2.20) 



et le parametre 6 a la masse (voir section 6 pour le calcul) 



M = - — -b. (2.21) 
4 

La version magnetique est facilement obtenue en utilisant (j2.2|l . 

^-^rosinOde Ad<^, e^""^ = (j^^ , (2.22) 

la metrique etant toujours donnee par ()2.18|) . Le parametre tq est cette fois-ci relie a la 
charge magnetique 

P = -^j Fe^dOdip = \J^^ro. (2.23) 

Lorsque a ^ oo (7 — ^ — 1), le champ scalaire se decouple alors que le champ 
electromagnetique s'annule. La solution ()2.18|1 se reduit alors a la solution de Schwarzschild 
{b = 2M) ce qui est en accord avec la valeur de la masse donnee par la formule ()2.21|) 
Ai = M. Lorsque a = (7 = 1), le dilaton s'annule et la metrique ()2.18|) pent se 
ramener a 

ds^ = rl (^-{x' - c')dT' + + dQ'^ (2.24) 

en posant x = r — 6/2, c = 6/2 et t = r^r. Cette metrique est la solution de Bertotti- 
Robinson (AdSi x 5^) E] : 

ds^ = xV + ^ + dn' (2.25) 
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ecrite dans un systeme de coordonnees couvrant Tespace-temps entier 0. La solution 
de Bertotti-Robinson n'est pas un trou noir, ce qui est en accord avec le fait que la 
masse ()2.2H) s'annule pour 7 = 1. Done, la solution ()2.18|) interpole continiiment entre 
la solution de Bertotti-Robinson {a = 0) et la solution de Scliwarzschild {a 00). 

Les solutions ()2.18|) possedent plusieurs caracteristiques inhabituelles. Premierement, 
contrairement aux solutions ()2.8|) . elles sont non asymptotiquement Minkowskiennes et 
non asymptotiquement AdS. Cependant, nous pouvons verifier que la courbure scalaire 



R = ^^ro ^-V^"2(r - b) (2.26) 

ainsi que les autres invariants de courbure, qui tendent vers les expressions suivantes a 
I'infini 



^M.A.^ ^ ^ (1 + 7)^(11-107 + 77 



r2(^-i), (2.28) 



s'annulent a I'infini (7 — 1 = — 2a^/(l + a^) < 0). De meme, ces invariants restent finis 
dans tout I'espace excepte bien siir en r = oil se situe la singularite de courbure. 

Deuxiemement, contrairement au cas des solutions de Reissner- Nordstrom et de Kerr- 
Newman, le fond {b = 0) sur lequel les trous noirs (6 > 0) se forment n'est pas Minkowski. 
De plus, ce fond n'est pas neutre et le parametre tq n'est done pas un parametre as- 
socie au trou noir mais un parametre associe au fond. Nous verrons que ceci aura des 
consequences lorsque nous calculerons la masse des solutions (|2.18p et lorsque nous ex- 
aminerons la thermodynamique de ces solutions. En fait, il existe une famille de fonds 
charges (electriquement ou magnetiquement) et a chaque membre de cette famille est 
associee une famille de trous noirs [b > 0) (voir fig. 2.1) 

Enfin, terminons cette section en remarquant que nous pouvons, sans modifier Tac- 
tion ()2.H) . effectuer la transformation suivante : 

(f) ^ (f) + (j)o, F ^ e°<^°F. (2.29) 

Or, les definitions des charges ()2.20p et ()2.23p ne sont pas invariantes sous cette trans- 
formation. Par exemple, en appliquant cette transformation avec 0o = — a~^lnro pour 
la version electrique et 0o = Ihvq pour la version magnetique, nous obtenons : 



—dr A dt, (2.30) 



1 + 7 

— - — sin 6d9 A d(p. 
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families de trous noirs 




fonds ( b = ) 



Fig. 2.1 - a chaque valeur de tq correspond un fond {b = 0) sur lequel une famille de 
trous noirs {b > 0) pent se former. 

Les valeurs des charges correspondantes sont : 



P = ^ [ Fe^dOd^ = (2.33) 



An . 

La transformation ()2.29p permet de selectionner un fond particulier (ro = 1 dans ce cas) 
et de passer d'un fond a un autre. 



2.3 Mouvement geodesique dans la metrique (12.181) 

Examinons maintenant le mouvement geodesique des particules dans le champ de 
gravitation donne par la metrique ()2.18p . La trajectoire d'une particule se deplagant 
dans le champ de gravitation de ()2.18|) est donnee par I'equation des geodesiques 

liA^ + rj,^^ = (2.34) 

qui derive du Lagrangien : 

L = g.^x^x'^ = -^^^^t^ + + ro ^"^^^l^^ + sin^ (2.35) 
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ou' = dx] X etant le parametre affine parametrisant la geodesique. Or, A doit etre relie 
au temps propre r pour les geodesiques du genre temps. D 'autre part, r est defini par 

A 

r = y y^-g^udxt'dx" = J y^^g^^^Jt^dX. (2.36) 



Nous obtenons r = A si nous imposons la contrainte : 

g^.x'^x'' = -1 (2.37) 

pour les geodesiques du genre temps. Nous pouvons etendre la validite de cette equation 
au cas des geodesiques du genre lumiere et du genre espace en remplagant 1 par e, 

g^.xf^x" = -e. (2.38) 

Nous allons utiliser cette contrainte pour etudier les geodesiques de genre temps (^ = 1, 
ds^ < 0), du genre lumiere {e = 0, ds"^ = 0) et du genre espace (e = —1, ds^ > 0). 

Le Lagrangien (|2.35p etant independant de t et ip, nous en deduisons les deux con- 
stantes du mouvement E (energie) et L (moment angulaire) : 

^ = ''\-^h = E (2.39) 
dC 



rl-^^r^-^ sin' 9^ = L (2.40) 



dip 



ce qui donne pour i et 



1+7 

i = -4^^E (2.41) 

rT(r -b) 

^ = 1+7 1^, - 2n - (2-42) 

Tq 'r^ Tsm b' 

En remplagant t et if par leurs expressions, la contrainte ()2.38|) devient 

P = E^- r(r - b)e' - - (2.43) 

^ ^ ^2{l+7)^l_2^ ^1+7 ^ ' 

Etudions le mouvement geodesique dans le plan equatorial {9 = n/2). L'equation 
devient : 

r'^ + V = E'' (2.44) 



avec 



,2 r'^{r — h) 



'0 ' 
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Examinons tout d'abord le comportement des geodesiques au voisinage de Finfiiii du 
genre espace. Lorsque r tend vers Tinfini le potentiel effectif est donne par : 

e = 0,L^O (2.46) 
0, e = 0,L = 0. 

Nous voyons que les geodesiques du genre espace {e = —1) peuvent s'etendre jusqu'a 
r ^ oo (1 + 7 > 0). Au contraire, les geodesiques du genre temps {e = 1) ne peuvent 
pas s'etendre jusqu'a I'infini. En effet, le potentiel effectif V tend vers I'infini (1 + 7 > 0) 
et les geodesiques du genre temps sont reffechies par la barriere de potentiel. Dans le 
cas des geodesiques du genre lumiere, deux cas sont a distinguer. Premierement, lorsque 
L = ou 7 < (a > 1), les geodesiques du genre lumiere peuvent se propager jusqu'a 
I'infini. Deuxiemement, lorsque L 7^ et 7 > (a < 1), les geodesiques du genre lumiere 
sont reffechies par la barriere de potentiel. 

Au voisinage de I'horizon, le potentiel effectif s'annule et I'equation de contrainte 
devient 

= (2.47) 

qui s'integre par 

r = E\ + cste. (2.48) 

Nous voyons alors que I'horizon (r = b) se situe a distance geodesique finie (A fini) et 
qu'il est traversable. 

Finalement, au voisinage de la singularite, le potentiel devient 

-p^r-'-\ L ^ 

V--{ -4^r\ L = 0,5^0 (2.49) 

''"0 



0, L = £ = 0. 

Nous voyons que la singularite est a distance geodesique finie. Lorsque L 7^ 0, toutes 
les geodesiques atteignent la singularite (27 — 1<0, — 1<7<1). Lorsque L = 0, 
les geodesiques du genre lumiere atteignent la singularite {V = 0) alors que plusieurs 
cas, en fonction de la valeur de 7, sont a distinguer pour les geodesiques des genres 
temps et espace (e 7^ 0). Lorsque 7 > 0, le potentiel effectif tend vers zero et toutes les 
geodesiques atteignent la singularite. Lorsque 7 = 0, les geodesisques du genre temps et 
les geodesiques du genre espace (telle que E + be/rl^'^ > 0) atteignent la singularite. 
Enfin, lorsque 7 < 0, les geodesiques du genre temps atteignent la singularite (e = 1, 
V —00) alors que les geodesiques du genre espace sont reffechies par la singularite. 



2.4 Diagrammes de Penrose de (12.181) 

Dans cette section, nous allons construire les diagrammes de Penrose de la solu- 
tion (|2.18p . Dans la section 2 du chapitre 1, nous avons obtenu I'extension analytique 
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2.4. Diagrammes de Penrose de ()2.18|) 



(a) 



(b) 



(c) 





Fig. 2.2 - Les differents "morceaux" composant le diagramme de Penrose de la structure 
conforme de la solution de Minkowski. 



maximale de Fespace-temps de Minkowski en introduisant un systeme de coordonees 
approprie puis nous avons construit le diagramme de Penrose correspondant. Cepen- 
dant, il n'est pas toujours aise de trouver un tel systeme de coordonnees dans le cas 
d'espace-temps plus complexes. II est alors plus commode de construire le diagramme 
de Penrose morceau par morceau comme nous allons le voir maintenant. 
En negligeant les coordonnees angulaires, la solution ()2.18|) pent s'ecrire 



b) 



,1+7 



(2.50) 



oil nous avons introduit la nouvelle coordonnee x definie par 



,1+7 



dx 



r'^{r — b) 



dr. 



(2.51) 



La partie {t, r) de la metrique ()2.18|l est done conforme a celle de la solution de Minkowski. 
Par consequent, sa structure conforme est identique a celle de Minkowski et les dia- 
grammes de Penrose correspondants sont constitues des memes morceaux (voir fig. 2.2) 
que ceux composant le diagramme de Penrose de Minkowski (fig. 1.2). 

Pour construire les diagrammes de Penrose associes a la solution (j2.18|) . il faut dis- 
tinguer plusieurs cas en fonction des valeurs de la constante de couplage du dilaton a 
(a = 0, < a < 1, a = 1 et a > 1) et du parametre 6 (6 < 0, 6 = et 6 > 0). 

Le cas a = correspond, comme nous I'avons signale precedemment, a la solution 
de Bertotti-Robinson. 

Detaillons la construction des diagrammes de Penrose (qui sont donnes dans la fig. 
2.3) dans le cas a = 1 (7 = 0). Lorsque 6 < 0, il n'y a pas d'horizon et r varie de zero 
(oil se trouve la singularite de courbure) a I'infini. Lorsque r tend vers zero, la variable 
x 

X = tq ln(r — 6) + cste (2.52) 

tend vers une valeur finie que nous pouvons fixer a zero en posant cste = — roln(— 6). 
Par consequent, lorsque r = 0, la partie du diagramme de Penrose correspondante est 
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r = () 




r = 

(b<0) (b=0) (b>0) 

Fig. 2.3 - Diagrammes de Penrose de ()2.18|) lorsque a = 1 



identique a celle de Minkowski lorsque r = 0. II s'agit done d'une ligne de genre temps 
(verticale) (voir. 2.2 (b)). De meme, lorsque r tend vers I'infini la variable x tend vers 
I'infini et la partie du diagramme de Penrose correspondante est alors identique a celle 
de Minkowski lorsque r tend vers I'infini (voir fig. 2.2 (c)). En reunissant les deux parties 
(b) et (c), nous voyons que le diagramme de Penrose est identique a celui de Minkowski 
(voir fig. 1.3) avec une double ligne du genre temps en r = pour signaler la presence 
d'une singularite de courbure. 

Lorsque 6 = 0, il n'y a pas d'horizon et r varie toujours de zero a I'infini. Cependant, 
cette fois-ci la variable x est 

x = ro ln(r) g] — oo, oo[. (2.53) 

Lorsque r = 0, la partie du diagramme de Penrose est identique a celle de Minkowski 
lorsque x — > — oo (fig 2.2 (a)). Lorsque r — oo, la partie du diagramme de Penrose est 
identique a celle de Minkowski pour x — >• oo (fig. 2.2 (c)). En reunissant les deux parties, 
nous obtenons le deuxieme diagramme de la figure 2.3 oii la singularite de courbure est 
signalee par une double ligne de genre lumiere (inclinee a 45°). 

Le cas 6 > est un peu plus complexe. II y a un horizon en r = 6 et il faut alors 
distinguer deux domaines de variation de r. Lorsque r G [b, oo[, la variable x 

X = roln{r — b) (2-54) 

varie de — oo a +oo. Lorsque r = 6, la variable x tend vers — oo et la partie du diagramme 
de Penrose est donnee par la figure 2.2(a). Lorsque r — > oo, la variable x tend vers oo et 
la partie du diagramme de Penrose correspondante est representee dans la figure 2.2(c). 
En regroupant les parties (a) et (c), nous obtenons le morceau de diagramme represente 
dans la figure figure 2.4(b). Lorsque r G [0, b[, la variable x est 

X = ro ln(6 — r) + cste (2.55) 

qui varie de — oo a (cste = —tq ln(6)). Lorsque r = 6, la variable x tend vers — oo et la 
partie du diagramme de Penrose est donnee dans la figure 2.2(a). Lorsque r = 0, x = 
et la partie est fig. 2.2(b). Le morceau du diagramme de Penrose pour r G [0,6[ est 
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(a) (b) 




Fig. 2.4 - Les deux parties constituant le diagramme de Penrose de la solution ()2.18|1 
lorsque a = 1 et 6 > 0. 



r = 




r = 



(b<0) (b = 0) (b>0) 

Fig. 2.5 - Diagrammes de Penrose de (j2.18j) lorsque < a < 1 

donne par la figure 2.4(a). Le diagramme de Penrose lorsque fe > est un assemblage 
des parties (a) et (b) de la figure 2.4 en prenant garde au changement de signature de la 
metrique, qui se traduit par un basculement (rotation de 90°) du morceau du diagramme 
de Penrose correspondant (fig. 2.4 (a) dans notre cas), lors du franchissement de I'horizon 
{r = b ici). 

Les diagrammes de Penrose dans les cas 0<a<letQ;>lse construisent de 
maniere similaire et sont representes dans les figures 2.5 et 2.6. 

2.5 Le formalisme quasilocal 

Le formalisme quasilocal pent bien siir etre adapte au cas de la gravitation en 
presence de sources. Le cas de la tlieorie d'Einstein-Maxwell a ete examine dans les 
references |Hlin]- Pour EMD, le calcul a ete conduit de maniere detaillee dans (TU]. Nous 
allons maintenant rappeler les grandes lignes du calcul afin de mieux comprendre I'o- 
rigine de la contribution de la matiere a I'energie quasilocale et au moment angulaire 
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1=0 




1=0 

(b=0) (b<0) 

(b>0) 

Fig. 2.6 - Diagrammes de Penrose de ()2.18j) lorsque a > 1 



quasilocal. Considerons la partie materielle de I'action de EMD fj2.1|) 

St 

Les moments conjugues de et de Ai sont 



(2.56) 



477 



Air ~ Air 



(2.57) 



ou E'' est le champ electrique modifie, par rapport de la theorie d'Einstein- 

Maxwell, par la presence du dilaton. 
En utilisant les relations 

AitN^ 



do 



y/9 



AitN' 
V9 



(2.58) 



_ Ait N - Ait 

= N^Fji + ^^e'^'^^Ui, F'^ = F'^ + — (N'W - Nm')e'^'^'f' (2.59) 

(oil Fij = diAj — djAi est un tenseur a trois dimensions dont les indices sont eleves et 
abaisses par la metrique hij) obtenues en utilisant la metrique ()1.17|1 et son inverse 

g'^'^d^d^ = -N-^dtdt + 2N-^N'didt + {h'^ - N-^N'N^)didj, (2.60) 

nous pouvons reecrire Taction (j236|l sous la forme suivante 



ou 



S = j dt j £x {p^docp + n'doAi -NH- N'Ui) - j d^x U'diAo 



vh ^ 8iT Vh 1677 

Ui = p^dicP + FijW 



(2.61) 



(2.62) 
(2.63) 
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sont les contraintes Hamiltoniennes associees aux multiplicateurs de Lagrange N et N^. 
Le dernier terme dans Faction ()2.61|) s'integre par partie : 



d^xWdiAo = j £xdi{AoU') - j d^xAodiU' 

Et St St 



(2.64) 



puis, en utilisant le theoreme de Gauss, nous pouvons integrer le premier terme 

d^xdi{AoW) = ^ J VhD^{NAoE')d\ " i / V^d'^^NAoE% (2.65) 



ce qui donne finalement pour Taction ()2.56|1 



Sm = J dt J d^x (p^docj) + U'doAi - NH - N'Hi - AqHa) - ^ j V^d^xNAoE'n 

(2.66) 



SI 



on 



Ha = -d^W = -—d,{^E' 



(2.67) 



est la contrainte, qui impose que la divergence du champ electrique soit nuUe, associee 
au multiplicateur de Lagrange Aq. En conclusion, nous voyons que le dilaton ne con- 
tribue pas directement a I'energie quasilocale. II n'apparait qu'indirectement, dans la 
contribution du champ electromagnetique (dans le E^). 

Les contributions a I'energie quasilocale et au moment angulaire quasilocal de la 
partie materielle ()2.56p de EMD sont done : 



Em = I AoITnid x, Jm 



f2.68) 



SI 



ou nous avons introduit W = {y^/Vh)W 



2.6 Masse et thermodynamique des solutions non 
asymptotiquement plates 

Nous sommes maintenant en mesure de calculer la masse des solutions ()2.18|1 . En 
regroupant la contribution gravitationnelle ()1.2H|1 et la contribution materielle ()2.68j) . 
nous obtenons la formule suivante pour I'energie quasilocale 

E = ^ {N{e - eo) + 2N'nijn^ + Ao{ir - n^)^^) d^x (2.69) 

SI 
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oil nous avons retranche la contribution d'une solution de fond statique {Nq = 0). Cette 
solution de fond est choisie de telle sorte que les A^, N\ y/a et Aq de la solution dont 
nous voulons calculer I'energie quasilocale et ceux de la solution de fond coincident sur 
la surface d'integration S^, afin de pouvoir imposer les memes conditions aux limites 
de type Diriclilet. La masse est donnee par I'energie quasilocale (j2.69|) calculee sur une 
surface a I'infini S'^. 

Commengons par calculer la masse de la version electrique ()2.19|) de la solution 
()2.18|) . En comparant p.l7|) et ()2.18|) . nous en deduisons 



N = . r^^\^ ^\ N' = 0, hiidx'dx^ = y° \dr^ + r(r - b)dn^] . (2.70) 

De plus, la metrique de S'[ = fl (voir section 1.3 et fig. 1.4) est donnee par 

aahdx^dx^ = {hab - nanb)dx''dx^ = rl-^\^-^dQ^ (2.71) 
qui est la metrique d'une sphere oil 



est la normale aux hypersurfaces S*". La solution (|2.18p etant statique (A^* = 0), le 
deuxieme terme dans la formule ()2.69p ne contribue pas. Calculous les deux autres 
termes. Le premier terme est proportionnel a la courbure extrinseque de SI : 



k = a^'^D^n, = - {a'' ^T^ + fx^'^ J = ^7=ir ^ J 1 - ^ (2.73) 



1+7 



oil D est la derivee covariante et sont les symboles de Christoffel associes a la metrique 



= sin' e 'Tl, = -^{r - b) sin' 6. (2.74) 
Le deuxieme terme est proportionnel au moment conjugue de 



W = Wnr = -^^^-^rosinO. (2.75) 
Les deux termes contribuant a I'energie quasilocale sont done 

A^e = ^^^r sin ^, AoH"' = -^^r sin^. (2.76) 

Or, nous voyons que ces deux termes divergent lorsque r tend vers I'infini ce qui n'est 
pas surprenant puisque, comme nous I'avons fait remarque dans le chapitre 1 (section 3), 
ceci est generalement le cas. II est necessaire de retrancher la contribution d'une solution 



40 



2.6. Masse et thermodynamique des solutions non asymptotiquement plates 



de fond. Le clioix le plus logique semble etre de choisir le fond charge (6 = 0) sur lequel 
les trous noirs existent. Nous pouvons verifier que ce clioix implique bien que les {N, N^, 
^Jo et Ai) coincident avec les [Nq^ Nq, y/oo et A'}) sur la surface d'integration S^^. La 
contribution de la solution de fond etant ajoutee pour annuler la contribution du terme 
dominant dans I'energie, il faut tenir compte de I'ordre d'approximation suivant en 1/r 
pour e et 11^. Pour le terme gravitationnel, nous avons 

e=^^r^(l-A + --.)sin^^ (2.77) 

et la contribution du terme gravitationnel a I'energie devient 

N{e-eo) = ^-^bsme. (2.78) 

Dans le cas de la contribution electromagnetique, 11'' est constant et ne depend pas de 
b. II s'ensuit que IIq = W et que la contribution du terme electromagnetique est nuUe 

Ao{U' - nS) = 0. (2.79) 

En regroupant les deux contributions, nous obtenons pour la masse 

M = ^—^b. (2.80) 
4 

Nous pouvons aussi calculer la temperature (en utilisant la formule p.42|) ) et I'en- 
tropie du trou noir 

T = ^{n%N)\, = -^, (2.81) 

S = 4 = /" V^dedif = 7rr^+^6^-^. (2.82) 

4 4 47ry ^ 

Nous pouvons maintenant verifier si la version electrique de la solution ()2.18j) verifie 
la premiere loi de la thermodynamique des trous noirs. Nous avons : 

dM = -^^db, TdS - AodQ = -^^db —bdro. (2.83) 

4 4 4ro 

La premiere loi est done satisfaite uniquement si drQ = 0, c'est-a-dire si nous fixons la 
valeur de la charge electrique. Ce resultat pent se comprendre en se rappelant que la 
charge electrique n'est pas associee au trou noir mais au fond sur lequel le trou noir se 
forme. II est done logique de ne pas varier la charge puisque ce n'est pas un parametre 
du trou noir. De plus, en calculant la masse avec le formalisme quasilocal nous avons 
deja retranche la contribution du fond. En conclusion, la version electrique de la solution 
()2.18p verifie la premiere loi si nous ne various pas la charge (ce qui semble logique au 
regard de ce que nous avons dit plus haut). Cependant, seule une etude approfondie de la 



41 



Chapitre 2. La theorie d'Einstein-Maxwell dilatonique 



thermodynamique de ces trous noirs au comportement asymptotique atypique pourrait 
enteriner ce result at. 

Remarquons que la premiere loi depend de la jauge dans laquelle nous ecrivons Aq. 
Dans le cas d'un trou noir asymptotiquement plat, il y a une jauge naturelle qui est 
celle dans laquelle Aq est fini sur I'horizon et nul a I'infini. Dans le cas d'un trou noir 
non asymptotiquement plat il n'y a pas de choix de jauge preferentiel car Aq diverge a 
I'infini. 

Nous pourrions bien siir refaire le meme genre de calcul dans le cas de la version 
magnetique ()2.22|1 . mais nous pouvons obtenir le resultat sans calcul en faisant les re- 
marques suivantes. Tout d'abord Aq = et done le troisieme terme ne contribue pas 
a I'energie quasilocale. Done, seul le premier terme contribue, comme pour la version 
electrique. Or, ce terme ne depend que de quantites calculees a partir de la metrique. 
La metrique etant la meme pour la version electrique et pour la version magnetique, 
la contribution de ce terme a I'energie quasilocale sera la meme que pour la version 
electrique. Autrement dit la masse de la version magnetique est la meme (j2.8(jp que 
celle de la version electrique. Concernant la premiere loi, nous avons 



dM 



1-7 



db, TdS 



1-7 



db + 



1 + 7 



hdrQ. 



(2.84) 



4 



4 



4ro 



et done la meme conclusion que pour la version electrique. 
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Chapitre 3 



Nouvelles solutions trou noir de 
EMD pour = 3 

Dans ce chapitre nous allons construire de nouvelles solutions de la theorie d'Einstein- 
Maxwell dilatonique pour la valeur particuliere de la constante de couplage du dilaton 
o? = 3. Pour cela, nous allons tout d'abord introduire le lien unissant EMD3 (EMD avec 

= 3) et la theorie d'Einstein a cinq dimensions (E5) ainsi que le modele a de E5. 
Puis nous utiliserons ces deux ingredients pour generer de nouvelles solutions de EMD3 
et pour montrer quels sont les liens unissant ces nouvelles solutions et les solutions de 
E5. Pour finir, en utilisant le formalisme quasilocal, que nous avons adapte a EMD dans 
la section 5 du chapitre precedent, nous calculerons les masses et moments angulaires 
des nouvelles solutions. 

Dans ce chapitre, le systeme d'unite utilise est tel que G = 1. 

3.1 Lien entre EMD3 et la theorie d'Einstein a cinq 
dimensions 

Avant d'aborder le lien existant entre EMD3 et E5, nous allons tout d'abord intro- 
duire la notion de modele cr Pfl |2l El • Soit A4 un espace Riemannien de dimension m de 
metrique g^u{x) et Af un espace de dimension n (appele espace des potentiels ou espace 
cible) de metrique Qab{^)- On dit que I'espace Ai admet un modele a si il existe une 
fonction $"^(x^) de AA dans Af dite harmonique, c'est-a-dire satisfaisant aux equations 
d'Euler-Lagrange derivant de Taction 

S. = I ^gABg^'K^l- (3.1) 

Nous voyons que ()3.H1 est invariante sous les transformations infinitesimales 

<|,^^$^ + eX^($) (3.2) 

si est un vecteur de Killing de A/", c'est-a-dire si X(^A;B) = 0. L'un des interets du 
modele a est que les transformations finies (resultant des transformations infinitesimales 
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()3.2|) ) peuvent etre utilisees pour generer une nouvelle solution ($',5' ) a partir d'une 
solution connue ($,(?)• Les theories d'Einstein |3] et d'Einstein-Maxwell [211^1 admettent 
un tel modele. Le modele a est couple a la gravitation 

5. = ^ y (7^., - gAB^^^%^'') h^'Vhd'x. (3.3) 

Les equations du mouvement de ce modele sont I'equation d'Einstein a trois dimensions 
et les equations du mouvement des 

= GABdi^^^'' (3.4) 
-^d,{Vhh''gABd,<i>'') = 0. (3.5) 

Les modeles a de nombreuses theories a quatre dimensions, decrivant la Relativite 
Generale couplee a des champs de jauge abeliens et a des champs scalaires, sont derives 
dans la reference j7j . Mentionnons aussi les travaux de Geroch jHj et Cremmer et al. jU] . 

Dans Particle [TUI, les auteurs ont montre que, dans le cas general {a ^ 0, \/3), 
les generateurs du groupe laissant invariant le modele a de EMD sont au nombre de 
cinq et que trois de ces generateurs conduisent a des transformations de jauge. Les 
deux autres transformations sont des combinaisons de translations du dilaton et de 
transformations d'echelle. Le faible nombre de transformations non triviales du groupe 
dans le cas a 7^ 0, a/3 rend delicate la generation de nouvelles solutions, bien que cela 
soit possible PHj- Au contraire, dans les cas particuliers a = et = 3, le nombre de 
generateurs est de huit. Parmi les transformations associees se trouvent, entre autres, 
les transformations de Ehlers et Harrison ^TJ |^ qui sont absentes dans le cas general 
(a 7^ 0, -\/3). Les transformations du groupe sont alors suffisamment generales pour 
permettre de generer plus facilement de nouvelles solutions que dans le cas general 
(«^0,y3). 

Dans le cas a = 0, le dilaton se decouple du champ electromagnetique. Ce cas est 
done pen interessant a etudier. Nous allons nous concentrer, dans le reste du chapitre, 
sur le cas o? = 3. Or, dans ce cas, EMD pent etre obtenue par reduction dimensionnelle 
de la theorie d'Einstein a cinq dimensions (E5). En effet, en supposant I'existence d'un 
vecteur de Killing du genre espace (^5), toute solution de E5 

S^ = 17r f ^R^d'x (3-6) 

iOTT J 

pent etre ecrite sous la forme 

dsj = e^'^/^dsl + e-^^/^(rfx^ + 2A^dx^'f (3.7) 

oil dsl, (p et sont independants de x^. En utilisant cette parametrisation de la 
metrique, la courbure scalaire a cinq dimensions se decompose de la fagon suivante 



VGR5 



i?4 - 2(9^)2 -^e-2^<^F2-Av2^ 



(3.8) 
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et nous retrouvons Taction de EMD3 (en negligeant la divergence). 
Done, a toute solution ds^ de EMD3 correspond une solution de E5. 

Les solutions decrivant des trous noirs de E5 sont bien connues. II existe trois families 
de solutions decrivant des trous noirs asymptotiquement plats de E5. Gibbons et Wilt- 
shire [T^ ont obtenu les solutions decrivant des trous noirs a symetrie spherique dans 
trois des quatre dimensions d'espace. Cette solution fut ensuite generalisee au cas sta- 
tionnaire par Rasheed ^1]. Les solutions decrivant des trous noirs a symetrie spherique 
dans les quatre dimensions d'espace ont ete obtenues par Tangherlini jTH]- Elles ont 
ensuite ete generalisees au cas stationnaire par Myers et Perry Enfin, recemment, 
Reall et Emparan ont obtenu des solutions decrivant des anneaux noirs [T7] . 

Derivons maintenant le modele cr de E5. Pour cela, nous allons utiliser le formalisme 
de Maison [18j pour reduire la theorie de cinq a trois dimensions. La metrique a cinq 
dimensions doit posseder deux vecteurs de Killing, Fun de genre espace d^, et I'autre de 
genre temps dt. Elle pent alors se mettre sous la forme 

dsl = GABdx^dx^ = Xabidx" + aidx'){dx^ + a]dx^) + r-^hijdx'dx^ (3.9) 

oil Xab, T = \det{X)\, QjI et hij ne dependent pas des coordonnees x'^ = t et x^ . Les 
indices varient de 1 a 3 alors que les indices a,b . . . prennent les valeurs 4 et 5. 

Les composantes ^Rai = de I'equation d'Einstein ^Rab = sont trivialement 
satifaites en introduisant le 2-vecteur Ua tel que 

uja,i = \h\-^/\\M'''alk (3.10) 

[duj est le dual de dQj). En utilisant ()3.9p et ()3.1Up . les deux autres composantes ^Rah et 
^Rij deviennent 

(x"V);i=0, (3.11) 

7^,, = h:i{x-'x,ix-'x,3) (3.12) 

oil X est une matrice anti-unimodulaire 

^ = [ -r-^u, -r-i ) ■ ^3.13) 

Ces deux equations derivent de Taction 




(3.14) 



Nous avons ainsi obtenu le modele a de E5 qui est parametrise par la matrice x ^ 
5'L(3, i?)/S'0(3), la metrique de Tespace cible etant 

d? = \TT{dxdx-^). (3.15) 
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En particulier, nous voyons immediatement que Faction ()3.14p est invariante sous la 
transformation 

X^X = U'^XU, UeSL{3,R). (3.16) 

Nous utiliserons dans les sections suivantes cette transformation pour generer de nou- 
velles solutions (x, G) de E5 conduisant a de nouvelles solutions de EMD en utilisant 
()3.7|) . De meme, remarquons que les equations du mouvement p.llj) et ()3.12|) sont 
elles aussi invariantes sous la transformation ()3.16p . De ()3.1H) . nous deduisons que 
= = cste. En reportant ce resultat dans ()3.12|) . nous voyons que TZij = TZij 

et done que hij = hij. Done, toutes solutions x st x reliees par la transformation ()3.1(j|l 
possedent forcement la meme metrique reduite hij. 

Considerons maintenant le cas particulier oii la matrice x iie depend des coordonnees 
que par I'intermediaire d'un potentiel a, x(o"(a;*)). Nous pouvons montrer que le 
potentiel a pent toujours etre choisi harmonique (Aa = 0). Pour cela, utilisons la 
parametrisation du modele a en fonction des Si nous faisons I'hypotliese que les 
ne dependent des uniquement par I'intermediaire d'un potentiel a, c'est-a-dire que 
_ alors I'equation pour les potentiels $^ ()3.5p devient [HE] : 



da 



Les etant des fonctions de a seulement, nous pouvons reecrire (j3.17j) de la fagon 
suivante 

cP'S'^ I d<S>B d'i'g 

Did'a = rfff diad'a = g{a)diad'a. (3.18) 

da 

Or, comme les sont definis a une transformation de coordonnees pres, —>■ a;'*(a;*), 
nous avons la meme liberte de choix pour le potentiel a, a ^ cr'((j). Cette liberte de 
choix du a pent etre utilisee pour mettre ()3.18|) sous la forme {dicrd^a ^ 0) 

Did'a = 0. (3.19) 

En utilisant cette relation, ()3.5p devient 

^ + — =0 (3.20) 

qui est simplement I'equation des geodesiques sur I'espace cible. 

En utilisant a nouveau la parametrisation du modele a en fonction de nous avons 
pour I'equation des geodesiques de I'espace cible ()3.1ip et I'equation d'Einstein a trois 
dimensions ()3.12|) 



= 42^MX~'^) d,ad,a. (3.22) 
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L 'equation des geodesiques ()3.21|) admet pour solution 

X = Ve^" (3.23) 

oil 77 et A sont deux matrices constantes. Done, toute solution de EMD dont la matrice 
X pent se mettre sous la forme x(cr(a^*)) est representee par une geodesique dans I'espace 
cible. Les equations ()3.22|) et ()3.15|) deviennent 

TZij = ^Tr{A^)diadja (3.24) 
(i/2 = hrr{A^)da\ (3.25) 

Done, en particulier, nous voyons que les solutions ayant une matrice A telle que 
Tr{A'^) = 0, sont des geodesiques du genre lumiere de I'espace cible. De plus, les com- 
posantes du tenseur de Ricci sont nuUes. Or, a trois dimensions, le tenseur de Riemann 
etant une combinaison lineaire du tenseur de Ricci et de sa trace, nous en deduisons 
que les composantes du tenseur de Riemann sont elles aussi nulles. Done, les solutions 
avec Tr(y4^) = sont des geodesiques du genre lumiere de I'espace cible representant 
des solutions de EMD ayant des sections spatiales hij plates. 

Dans le cas 011 les sections spatiales hij sont plates, I'equation de Laplace, Aa = 0, 
admet comme solution a = 1/f. A partir de cette solution, nous pouvons construire une 
solution multi-centres 

- = E-^ = E^' X = r/e-^S«-. (3.26) 

i i 

Pour finir signalons que nous pouvons aussi considerer le cas oii x depend de plusieurs 
potentiels OEO] 

et deriver les conditions necessaires pour pouvoir construire les solutions multi-centres 
correspondantes. 



3.2 Generation de solutions en rotation - Secteur 
magnetique 

Dans cette section, nous allons considerer uniquement la version magnetique ()2.22|) 
de la solution ()2.18|) . Dans le cas = 3, la solution s'ecrit : 

ds' = -L^l^L^de + A dr^ + r(r - h)dn% (3.28) 
y/TQ r ^/"=(r — 0) 

F =-smede Adif, e2^'^=(-) (3.29) 
2 VoJ 
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Son partenaire a cinq dimensions s'obtient facilement en utilisant la formule ()3.7|) : 

dsl = -^-^ dt^ + {dP + r(r - b)dn'^) + y {dx^ - rocosO dip^ . (3.30) 

Deux points sont a souligner concernant cette solution. Premierement, cette solution 
possede la meme metrique reduite hij que la metrique de Scliwarzscliild plongee dans 
cinq dimensions {b = 2M) 



dsl = {dx^) 



(3.31) 



Par consequent, comme nous I'avons vu dans la section precedente, ces deux metriques 
sont liees par la transformation ()3.16|) . 



(3.32) 



oil Xm et xs 



Xr. 







br 



ro(r— b) r—b 
Q rp 
r—b r—b 



Xs 



r—b 
r 











1 











r 
r—b 



(3.33) 



sont les matrices associees aux solutions ()3.3()|) et ()3.31|1 . respectivement. La matrice [/„ 
est 

/ 1 \ 





- 



(3.34) 



10 I 



Deuxiemement, la metrique ()3.3U|) peut-etre reecrite sous la forme (en posant r 
a;^/4ro et = tqI]) 



dsl 



x^ 



df 



x^ 



dx + X dQ 



2 

3 ' 



(3.35) 



oil dQl est la metrique d'une 3-sphere de rayon unite, 



dnl = - {d9^ + sin^ 9 d^"^ + [dr] - cos 9 d^f) 



(3.36) 



Or, nous reconnaissons dans cette metrique la solution de Tangherlini ^H] qui est con- 
tenue dans la solution plus generale de Myers et Perry PB] (la solution de Tangherlini 
s'obtient en prenant les deux moments angulaires a± = 0) : 



dsl 



-de + 4 



dt + a_|_ sin^ 9 dip+ + a_ cos^ 9 dip^ 



+ {x^ + ai_) sin^ 9 d(pi_ + {x^ + at) cos^ 9 dipt + 



2 J,„2 , P^^^ .2 



+ p'd9' 
dx^ 



e 



(3.37) 
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Schwarzschild 
plongee dans 5D 



(1) 



partenaiie a 5D du trou noir non 
asymptotiquement plat charge magnetiquement 



(2) 

Myers et Perry statique 
( solution de Tangherlini ) 
5D 



(3.7) 



reduction dimensionnelle 
par rapport a = r^ r| 



Trou noir non asymptotiquement plat charge magnetiquement 

4D 



Fig. 3.1 - Les deux fagons de construire la solution ()3.28|1 - ()3.29|) . 



avec 

p2 = + a+ cos^ ^ + sin^ ^ , = (x^ + a^)(x^ + a^) - /xx^ (3.38) 

^ = 2' (^-^^^ 

Autrement dit, dans le cas = 3, la version magnetique de la solution (|2.18p peut- 
etre obtenue de deux manieres differentes (voir fig 3.1) : 

1) En appliquant la transformation Um sur la matrice xs associee a la metrique de 
Schwarzschild plongee dans cinq dimensions, nous obtenons une matrice Xm associee a 
la solution ()3.30|1 . Puis nous utilisons ()3.7|1 pour passer de la solution a cinq dimensions 
(jOn|) de E5 a la solution a quatre dimensions de EMD3. 

2) En reduisant la metrique de Myers et Perry statique (la solution de Tangherlini) 
par rapport au vecteur de Killing (x^ = rQi]). 

La transformation ()3.32j) fait passer d'une solution asymptotiquement plate a une 
solution non asymptotiquement plate, tout en generant une charge magnetique. Done, 
nous pouvons prevoir que, en appliquant Um sur la matrice xk 

flg cos^ 6 

XK = ^\ f ° ' ^^'^^^ 

representant la solution de Kerr plongee dans cinq dimensions (solution asymptotique- 
ment plate en rotation qui se reduit a Schwarzschild en prenant le parametre associe a 
la rotation Qq nul), 

ds' = -${dt - uod^r + j:,(±l + de' + ^^1^ + (dx^ (3.41) 
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avec 



Ao 



br + Oq, Sq = + cos^ 9, 



Ao — ttg sin^ 9, uq 



aobr sin^ 9 
Jo 



(3.42) 
(3.43) 



nous obtiendrons une solution generalisant (j3.28p - (j3.'29j) par une rotation (une solution 
non asymptotiquement plate en rotation chargee magnetiquement). En appliquant la 
transformation ()3.32p nous obtenons la nouvelle matrice XKm 



^ — (r — by — al cos^ i 



fo 



-ao&^/^cos6' ao\/brQCos9 



-anb.^ — cos 9 



\ aoy/brocos9 



ro 



So 
—r^r 



\ 
J 



(3.44) 



En comparant cette matrice avec ()3.13p nous en deduisons les quantites r, Xab et Ua- 
Puis, en utilisant la relation de dualite ()3.10p . nous obtenons les CL^ a partir des Ua- 
Nous pouvons alors reconstruire la metrique associee a la matrice XKm et nous obtenons 
la metrique a cinq dimensions suivante {x^ = TqI]) : 



dsl 



r 



+ 



ror f fo 



2iIj^ + — — ^ 



dr' + f^d9' + Ao sin'^V 



ou 



^ = dt + 



Oq v5r\)r sin 9 



dip, i = dri- 



An COS 9 



Po 



dip . 



qui est le partenaire a cinq dimensions de la solution 

,2 \ 2 / 



ds. 



dt+ ^^°"°!^ '^^^ ^ dip \ +A/rorSo 



A 



+ do ^0 



cos 9[ dip — 



I ^q2 , Ao sin" 9 r 

— — \-d9 H ^2 (3^9 

Ao 



r^r 



(3.45) 



(3.46) 



(3.47) 



(3.48) 



/r^(r2 + ag) 

qui generalise effectivement ()3.28p - ()3.29|) par I'ajout d'un nouveau parametre oq lie au 
moment angulaire. La charge magnetique 



^ / Fe^d9dip =\ A 



' 2 



(3.49) 



est identique a celle du cas statique. La masse et le moment angulaire de cette solution 
sont (voir section 6 pour le calcul) 



M 



3b 



J 



aoVbr^ 



(3.50) 
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La masse est la meme que dans le cas statique. Les diagrammes de Penrose de cette 
solution sont donnes dans la figure 3.2. II sont identiques a ceux bien connus de la 
solution de Reissner-Nordstrom (le "role" de la charge electrique est ici tenu par le 
moment angulaire Qq). 

Lorsque 6^ > Aa^, la solution decrit un trou noir en rotation possedant deux horizons 
situes en r± 

1 



r^ = -\^b±^b^-Aalj. (3.51) 

Lorsque 6^ = Aa^, la solution decrit un trou noir extreme. Les deux horizons coincident 
en r/i = r+ = r_ =6/2. Enfin, lorsque 6^ < Aa^, la solution decrit une singularite nue. 
Quelque soit b, la singularite de courbure, de genre temps, est situee en r = 0. Nous 
voyons sur les diagrammes de Penrose (fig. 3.2) que les solutions stationnaires ont la 
meme structure conforme a I'infini que dans le cas statique. 

D'autre part, comme la solution ()3.30|) . nous pouvons montrer que la solution ()3.45|) 
est elle aussi liee a la metrique de Myers et Perry. En effet, en posant 

a ^ 2 A -2 - 4roao 

o = V^± = , X = AvoT — a , jj = AvQb, a+ = a_ = a = (3.52) 

2 2 

la metrique ()3.45j) se reduit a la metrique de Myers et Perry avec les deux moments 
angulaires a± egaux. Done ()3.47p - ()3.48|) . comme ()3.28p - ()3.29p . peut-etre obtenue de deux 
fagons differentes. Soit par reduction dimensionnelle de la metrique de Myers et Perry 
avec deux moments angulaires egaux (par rapport k = drf/ro), soit en utilisant la 
transformation ()3.1(i|l sur la metrique de Kerr plongee dans cinq dimensions puis la 
formule ()3.7|1 . 

Nous avons done vu que la version magnetique de ()2.18j) (dans le cas = 3) s'obtient 
par reduction dimensionnelle de la metrique de Myers et Perry avec a± = et que sa 
generalisation en rotation ()3.47|) s'obtient par reduction dimensionnelle de la metrique 
de Myers et Perry avec a+ = a_. Nous pouvons done nous demander ce que nous 
obtiendrions en reduisant dimensionnellement la metrique de Myers et Perry la plus 
generale (a+ ^ a_) par rapport k = dr^/rQ. Comme nous pouvions le supposer, nous 
obtenons une solution encore plus generale que ()3.47|) - ()3.48j) : 

dsl = --^(^dt-c.rf^y + v^(^^ + d^2^^^^V^, (3.53) 



A 



'2A 



(A + 6r) cos ^ - — - — (r - b/2) sin^ 6 
2ro 2ro 



dip 



— — (6 - pcosO) dt\ , (3.54) 
2ro J 
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( a ) > 4 ajj ( b ) = 4 ag 




Fig. 3.2 - Diagrammes de Penrose de la solution ()3.47|) . Dans les cas (a) et (b), les 
diagrammes sont des tours infinies constituees par un empilement infini du meme motif. 
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avec 



h d'^S^ 85 

A = + — (6 - PcosO? - —^cos^e , U = rQr + —cos9, (3.56) 

^ = 572 ^ =hro- 13 ,6 = bro-d ). 

Cette solution decrit un trou noir dyonique (charge electriquement et magnetiquement) 
en rotation qui possede deux horizons situes en r± 

La charge magnetique (toujours identique au cas statique) et la charge electrique sont 



' 2 ' 



Q = J e-''^'^F''^d9d^ = (3.58) 



Ces deux resultats peuvent etre compris en examinant le terme dominant de A^p pour P 
et le terme dominant de ^0 pour Q. En effet, le terme dominant de A^p est — ro cos6'/2 
qui conduit k P = — ro/2 en utilisant ()3.49j) . Le terme dominant de ^0 est proportionnel 
k {6 — P cos 9). Or, I'integration du terme /3 cos 6* multiplie par le sin 6' provenant du ^/g 
donne zero. II ne reste done que la contribution du terme proportionnel a 6 conduisant 
au resultat ci-dessus. 

Lorsque 5 = 0, nous retrouvons (en posant (3 = —2ao>/r^Jb) la solution ()3.47p . 
Lorsque /5 = 0, la solution decrit un trou noir dyonique statique possedant deux horizons 
si brQ > un trou noir statique extreme (r+ = r_) si bvQ = 6"^ et une singularite nue si 

bro < 

Finalement, en se souvenant que la transformation ()3.32|) fait passer d'une solution 
asymptotiquement plate a une solution non asymptotiquement plate tout en generant 
une charge magnetique, nous conjecturons que ce dyon en rotation pent aussi etre obtenu 
par application de Um sur la matrice associee a la metrique de Kerr-Newman chargee 
electriquement plongee dans cinq dimensions. 



3.3 Generation de solutions en rotation - Secteur 
electrique 

Les versions electriques des solutions derivees dans la section precedente peuvent etre 
obtenues aisement en utilisant la transformation de dualite ()2.2|) . Cependant, comme 
nous allons le voir, les liens entre les versions electriques et leurs partenaires a cinq 
dimensions valent aussi la peine d'etre etudier. 
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Cette fois-ci, nous prenons comme point de depart la version electrique ()2.18|) - ()2.19|) : 



b) 



de + 



dr A dt, 

2ro 



j.-l/2(^j. _ 



[dr'^ + r(r - b)dQ'^ 



(3.59) 



(3.60) 



La metrique de la version electrique etant la meme que celle de la version magnetique, 
il en resulte que, comme dans la section precedente, le partenaire a cinq dimensions : 



dsl 



ro 
r 



T — \) 

dx^ H dt 



dt' 



{dr^ + r(r - b)) d^f 



(3.61) 



possede la meme metrique reduite hij que la metrique de Schwarzschild plongee dans 
cinq dimensions (j3.3H) (qui est contenue dans la solution de Rasheed ^5). Ces deux 
solutions sont done reliees entre elles par la transformation : 



ou 



Xe 




Xe = 




_ r 

r~b 



U^XsUe 





V 









1 / 



ro 
b 

nf 
b 



(3.62) 



(3.63) 



et xs est la matrice associee a la metrique de Schwarzschild plongee dans cinq dimensions 
()3.3H) dont I'expression est donnee en ()3.33|) . D 'autre part, ()3.6H) pent se reecrire sous 
la forme 



dsl 



b r — b 

ro r 



dt ^dx^ 

b 



+ J_dr^ + r^dn^ + '^idx^)^ (3.64) 
r — 



X 



7X 



t ^ 7 ^t — 



7 



(3.65) 



qui se deduit de la metrique de Schwarzschild plongee dans cinq dimensions ()3.3H) par 
la transformation 

b 

Effectuer une telle transformation n'est pas anodin. Premierement, dans le contexte 
de la theorie de Kaluza-Klein, la reduction dimensionnelle se fait en supposant la coor- 
donnee x^ periodique. II s'ensuit que la nouvelle coordonnee de temps dans la metrique 
de Schwarzschild "twistee" ()3.64p est elle aussi periodique. 

Deuxiemement, en prenant comme point de depart une solution de Kaluza-Klein a 
symetrie spherique neutre (Schwarzschild plongee dans cinq dimensions) dont la matrice 
X est donnee en ()3.33|1 . nous pouvons generer une solution de Kaluza-Klein a symetrie 
spherique chargee electriquement en utilisant la matrice V 



cosh a sinh a 
V = I sinh a cosh a 
1 



(3.66) 
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Nous obtenons la matrice x = ^'^XsV, 

(— /cosh^a + sinh^a ^ cosh a sinh a \ 
-cosh a sinh a cosh^ a — / sinh^ a , (3.67) 
-/-I / 

oil / = 1 — 6/r, qui correspond a la metrique suivante : 

b 

dsl — (— / cosh^ a + sinh^ a)(it^ + 2- cosh a sinh acitda;^ 

+ (cosh2 a-f sinh^ a){dx^)^ + /"^ dr^ + dQ\ (3.68) 

Nous pouvons verifier que cette solution contient bien une charge electrique en se rap- 
pelant que le coefficient du terme croise dtdx^ est proportionnel a la composante de 
temps Aq du 4-vecteur potentiel electromagnetique ()3.7|) . 

En appliquant la transformation de twist (j3.65j) sur cette metrique, nous obtenons 

dsl ~ —f {cosh a'y~^dt — 'j{cosh a — sinh. a)dx^Y + dr'^ + r'^ dil!^ 

+ (sinha7~Mt + 7(cosha — sinh a)da;^)^. (3.69) 

Or, en effectuant les transformations de jauge 

— i> — 7~^ sinh arft, 7~"'^(cosh a — sinh Q;)t — 7/!:, 7 = 7(cosh a — sinh a) (3.70) 

la metrique devient 

dsl = - f(^T^dt-^dx^^ + rUr^ + r^dQ^ + f{dx^f. (3.71) 

Or cette metrique est identique (en remplagant 7 par 7) a la solution de Schwarzschild 
"twistee" (j3.64|) que nous avons obtenue en appliquant la transformation (j3.65|) sur une 
solution neutre de Kaluza-Klein. 

En fait ce resultat n'est pas etonnant. En effet, la transformation ()3.62|) genere 
une charge electrique tout en changeant le comportement asymptotique. Done, en ap- 
pliquant cette transformation sur une solution neutre asymptotiquement plate nous 
obtenons une solution chargee electriquement non asymptotiquement plate. Mais si, 
comme nous venons de le faire, nous appliquons cette transformation sur une solution 
asymptotiquement plate chargee electriquement, nous obtenons a nouveau une solution 
charge electriquement non asymptotiquement plate. Done, reduire dimensionnellement 
une solution neutre asymptotiquement plate "twistee" ou une solution asymptotique- 
ment plate chargee electriquement "twistee" conduit au meme resultat. 

En conclusion , comme pour la version magnetique, la version electrique de la solution 
non asymptotiquement plate ()2.18p pent etre obtenue (dans le cas a = Vs) de deux 
fagons differentes (voir fig. 3.3). 

1) En utilisant la transformation ()3.62|) sur la matrice associee a une solution de 
Kaluza-Klein neutre ou chargee electriquement (qui sont contenues dans la solution de 
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(1) 



(2) 



Schwarzschild 



Ul Ms U, ^ 



partenaire a 5D du trou noir non 
asymptotiquement plat charge electriquement 



Schwarzschild 
plonge dans 5D 



plongee dans 5D 



reduction dimensionnelle 



(3.7) 



par rapport a r] = y (x^ + t) 



V 



V 



Trou noir non asymptotiquement plat charge electriquement 



4D 



Fig. 3.3 - Les deux fagons d'obtenir la solution ()3.59|1 - ()3.60|) . 



Raslieed [E]), nous obtenons une nouvelle matrice a partir de laquelle nous construisons 
la nouvelle solution a cinq dimensions. Puis, en utilisant ()3.7|) . nous obtenons la solution 
a quatre dimensions de EMD3. 

2) En reduisant dimensionnellement une solution de Kaluza-Klein neutre ou chargee 
electriquement par rapport au vecteur de Killing •y^d^—dt). Ou bien ce qui est equivalent, 
en "twistant" la solution de Kaluza-Klein neutre ou chargee electriquement puis en 
reduisant par rapport a la nouvelle coordonnee x^. 

Comme dans la section precedente, en appliquant la transformation ()3.62j) sur la 
matrice associee a la metrique de Kerr plongee dans cinq dimensions (contenue dans 
la solution de Raslieed) puis en utilisant ()3.7p sur la nouvelle metrique a cinq dimen- 
sions ainsi obtenue, nous obtenons la version electrique de la solution ()3.47|) - ()3.48p . La 
metrique est toujours donnee par (|3.47|) et les champs de matiere sont donnes par 



Sans surprise, nous pourrions montrer que cette solution pent aussi etre obtenue en 
reduisant dimensionnellement une solution de Kaluza-Klein en rotation (qui est contenue 
dans la solution de [H]) (neutre ou chargee electriquement ) par rapport a 7(^5 — dt). 

Calculous maintenant a I'aide de (j2.2p fen choisissant le signe — ), la version electrique 




(3.72) 
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du dyon en rotation ()3.53|) : 



dsl 



(^dt-ud^^ + ViIa(^^ + de' + d^^y (3.73) 

A ^ l-((A-tr-'-^)dt 

2nVv 2ro; 

— — (26U cos e + /3(ror + 5V2) sin^ 9) dcp] , (3.74) 

Nous obtenons une solution decrivant un trou noir dyonique en rotation mais qui, cette 
fois-ci, est une excitation sur le vide (6 = a = 0) charge electriquement. 

Nous pouvons a I'aide de ()3.7|1 obtenir le partenaire a cinq dimensions de cette 
metrique. Puis, en appliquant la transformation de twist inverse 

x^-^7-^x^ t^7(t + a;^), 7=4/? (3.76) 

V b 

nous obtenons une solution en rotation analogue a celle de Rasheed [I^ mais avec en plus 
une charge NUT ; cette charge NUT ayant une valeur opposee a la charge magnetique 
(A^ = — -P). Essayons maintenant de comprendre pourquoi le dyon en rotation de "type 
electrique" est la reduction dimensionnelle "twistee" d'une solution analogue a la so- 
lution de Rasheed avec P = —N. Prenons comme point de depart une solution de 
Kaluza-Klein statique chargee magnetiquement : 



A ,.0 

A' 



dsl = (dx^ + 2^ cos 9dipf - —de + —dr' + r'd^? (3.77) 



(qui est le partenaire a cinq dimensions de la solution de Reissner-Nordstrom chargee 
magnetiquement) 011 A = — 2Mr + P'. En "twistant" cette solution nous obtenons 
comme prevu une solution avec une charge electrique mais nous voyons aussi I'apparition 
d'une charge NUT proportionnelle a la charge magnetique P {N = 7P) 



2 



,2 21. ^\ f , 5 2PPcose , A 

= 7 [l--,j[dx + ^(^2_A) ^^+ ^2(^2_A) ^^ 

^ -(rft + 27Pcos^ci(^)2 + ^dr2 + rW. (3.78) 



72(r2-A)' ' A 

Nous voyons done que le "twist" , en plus de generer une charge electrique et de changer 
le comportement asymptotique, genere aussi une charge NUT a partir de la charge 
magnetique. 

D 'autre part, nous avons vu que le trou noir dyonique en rotation de type electrique 
est la reduction dimensionnelle "twistee" d'une solution analogue a celle de Rasheed avec 
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une charge NUT, N, telle que = —P. De plus, le trou noir dyonique en rotation ne 
possede pas de charge NUT. Nous en deduisons done que la transformation de "twist" 
est telle que, appliquee sur une solution asymptotiquement plate avec = — P, elle 
produit une solution non asymptotiquement plate avec une charge magnetique mais 
depourvue de charge NUT. 

Pour finir, nous conjecturons que si nous effectuions la reduction dimensionnelle de 
la solution generalisant celle de Rasheed (avec N P), nous obtiendrions une trou noir 
dyonique en rotation avec charge NUT (A^ 7^ P) de type "electrique" . 

3.4 Trous noirs avec charge NUT- Version electrique 
et version magnetique 

Nous avons vu dans la section 2 que le dyon en rotation de type magnetique est 
la reduction dimensionnelle par rapport a ^5 = {^^p^ — d^p_)/{2rQ) de la metrique de 
Myers et Perry ()3.37|) . Dans la section 3 nous avons vu que le dyon en rotation de type 
electrique est la reduction dimensionnelle "twistee" d'une solution generahsant celle de 
Rasheed [13] par I'ajout d'une charge NUT ; la charge NUT etant egale en valeur absolue 
a la charge magnetique mais avec un signe oppose. 

Nous avons conjecture a la fin de la section precedente que la reduction dimension- 
nelle de la solution generalisant celle de Rasheed avec N ^ P donnerait la version 
electrique d'un dyon en rotation avec charge NUT. Nous pouvons aussi nous demander 
quel serait le partenaire a cinq dimensions de la version magnetique de ce dyon. Dans 
cette section, nous allons repondre a ces deux questions dans un cas particulier. Prenons 
I'exemple d'une metrique a cinq dimensions avec charge NUT, c'est-a-dire la metrique 
de Taub-NUT fjl . 7|) plongee dans cinq dimensions (voir fig. 3.4) 

dsl = -^ (^df + 21 cos Odif^ + ^ (^dr^ + A dnj^ + {dx'^Y , 

avec 

A = - 2mr - /^ ^ = + f . (3.79) 

En "twistant" ()3.65p cette metrique puis en la reduisant de cinq a quatre dimensions, 
nous obtenons la solution 

dsl = 

A = 

^20/^3 ^ 

avec 

n = 2-f^{mr + f) . (3.83) 
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A 



A / 
m 

n' 



dt + 27/ cos ed^] + vns [— + dnl>, 



-fdr^ 



+ 27Z COS 6 dip 



(3.80) 
(3.81) 
(3.82) 



3.4. Trous noirs avec charge NUT- Version electrique et version magnetique 



Solution de Kaluza-Klein statique neutre avec charge NUT 
c'est-a-dire la solution de Taub-NUT plongee dans cinq dimensions 



twist (3.65) 



Solution de Taub-NUT "twistee" 



(3.7) 



version electrique du trou noir non 
asymptotiquement plat dyonique avec charge NUT 



(2.2) 



Solution de Myers et Perry 
avec les deux moments angulaires egaux 



twist mverse 



Solution de Myers et Perry twistee 
avec les deux moments angulaires egaux 

A 



(3.7) 



version magnetique du trou noir non 
asymptotiquement plat dyonique avec charge NUT 



Fig. 3.4 - En reduisant dimensionnellement une solution de Kaluza-Klein avec charge 
NUT "twistee", nous obtenons un trou noir non asymptotiquement plat dyonique de 
type electrique. Ensuite, nous calculous la version magnetique de ce dyon puis nous 
calculous son partenaire a cinq dimensions. Nous reconnaissons alors la metrique de 
Myers et Perry avec a+ = a_ "twistee" ()3.86|) . 



qui est un trou noir non asymptotiquement plat avec une charge electrique et une charge 
magnetique ainsi qu'une charge NUT telle que N = P = 'jl. 

En utilisant la transformation de dualite ()2.2|1 . nous pouvons obtenir la version 
magnetique de cette solution. Puis, en utilisant ()3.7|) . nous obtenons son partenaire 
a cinq dimensions qui pent etre mis sous la forme 

(is? = —( dt + a drj] + -^i dt + adrj {drj — cos 6 dip) 

V J P \ 2 

^ ■dp'^ + — (de^ + dip'^ + d7]'^- 2 cose dip dr]] , (3.84) 



— pp^ + pa^ 4 



avec 



p2 = 8-f'^{mr + 1^), ri = ^^—^ x^ /i = l6-f^{f + m^) , a = 2^1 . (3.85) 



1 

2m7^ 

Nous reconnaissons alors la metrique de Myers et Perry ()3.37|1 avec les deux moments 
angulaires egaux (a+ = a_ = a) qui aurait subi le "twist" 



t^t + ar]. (3.86) 

Nous en deduisons que la version magnetique de la solution non asymptotiquement plate 
dyonique avec charge NUT est la reduction dimensionnelle de la metrique de Myers et 
Perry avec les deux moments angulaires egaux "twistee" ()3.86p par rapport a drj. 

En conclusion, nous avons prouve la conjecture faite a la fin de la section precedente 
dans un cas particulier et nous avons montre que la version magnetique du trou noir 
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non asymptotiquement plat avec charge NUT est la reduction dimensionnelle d'un cas 
particulier de la metrique de Myers et Perry "twistee" . Nous faisons alors la deuxieme 
conjecture suivante : la version magnetique du trou noir dyonique en rotation avec charge 
NUT peut-etre obtenue en reduisant par rapport a c^s = "^"^^ro nietrique de Myers 
et Perry (j3.37|) generale (avec a+ 7^ a_) "twistee" (j3.86|) . 

3.5 Solutions multi-centres 

En prenant le carre de la matrice A de la solution ()3.59|) - ()3.60p 

(% \ 



e 



' "'0 
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(3.87) 



nous voyons que A^ = lorsque 6 = 0. Dans ce cas la matrice Xe est simplement 

/ 1 \ 

Xe = Vee^^'' = vih + (yA,)= \ If , a = ^. (3.88) 

\ -1 / ^ 

Ce cas correspond au fond charge electriquement (6 = 0), sur lequel les versions electriques 
des trous noirs (6 > 0) se forment, dont la metrique s'ecrit 

ds^ = -Lde + ^ \dr'' + r^dn^] . (3.89) 
ro r -' 

Nous remarquons que la metrique hij est plate. Or, comme nous I'avons vu a la fin de 
la premiere section, lorsque la metrique reduite hij est plate, nous pouvons construire 
des solutions multi-centres. En effet, le potentiel a satisfait a I'equation de Lagrange 
Act = qui admet des solutions du type 

^ = Er^- (3.90) 

Dans ce cas la matrice Xe devient 

Xe = Vee^^'' =Ve{h + (rAe)= \ 1 (T I (3.91) 




et la metrique de la solution multi-centres est 

dsl = a{dx^ + a-^dtf - a~^dt^ + (rfr^ + r'^dn^). (3.92) 
En utilisant ()3.7|) . nous en deduisons la solution de EMD3 correspondante 

ds^ = -a-'^dt^ + [dr^ + r^dQ'^] (3.93) 
e"^/^' = a'K A, = y\ (3.94) 
qui decrit une superposition de fonds charges. 
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3.6 Energie quasilocale et thermodynamique 

Nous allons dans cette section appliquer le formalisme quasilocal aux solutions que 
nous avons obtenues dans les sections precedentes. En rassemblant les contributions 
gravitationnelles (|1.23|) - (jl.26|) et materielles (|2.68|) a I'energie quasilocale et au moment 
angulaire quasilocal, nous obtenons les formules suivantes : 

E = ^ {N{e- eo) +2N\,jn^ + Ao{fV -fli)n,;) d^x (3.95) 
J = -2 jm'K^d'^x- j A^Tl'md^x. (3.96) 

SI SI 

Detaillons le calcul des quantites quasilocales pour la solution ()3.47|) - ()3.72p qui decrit 
un trou noir en rotation charge electriquement. Tout d'abord reecrivons la metrique sous 
la forme ADM 

2 Aov^ ,,2 , / ^ I dr"^ , jn2 + o-l . 2 n ( ^ aov^ 

= ~ V^{r^ + alf ^ + + ^ 1,'^ - V-roir^ + alf 

(3.97) 

L'espace-temps M est alors represente (voir fig. 1.3) par un empilement d'hypersurfaces 
de normale = —N6^. La metrique induite par g^^, sur ces hypersurfaces est : 

/ -|- \ 

hijdx^dx^ = Qij + UiUj = a/ rgrSo I — — h d9^ H — — - sin^ 9d(f^ J . (3.98) 

Get empilement est borne, pour une valeur de la coordonnee radiale r fixee, par une 
hypersurface de normale rij. = ^/g^ de metrique : 

-de + ( de' + ^^^^ sin^ eld^- ,, dt\ I . (3.99) 



^/r^{r'^ + af) I S I \A'o(''^^ + ^o) 

L'energie quasilocale est donnee par I'integrale ()3.95|1 sur la surface SI = St fl S** dont 
la metrique est donnee par 



aabdx'^dx^ = gab + UaUb - riaTib = V rorS f dO'^ H ^— ^ sin^ Odip'^ j 



(3.100) 



oil Ua = NS^ est la normale aux hypersurfaces et = ^/g^^^ est la normale aux 
hypersurfaces E''. La masse du trou noir est definie comme etant l'energie quasilocale 
evaluee sur une surface a I'infini 

M= limE (3.101) 

r— >oo 
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En comparant ()3.97p et ()1.17|) . nous voyons que 



N = W^f-V-f-V, (3.102) 
H + a5 \rorJ \ro J 

= iV^ = 0, N- = ~ ^jf (3.103) 
Les determinants des metriques /i^ et Gah sont 

h = — ^ ~ sin^ ^ (3.104) 

cr = ror(r^ + Oq) sin^ 6' ~ rgr^ sin^ (3.105) 



oil nous avons aussi indique leurs valeurs lorsque r tend vers I'infini. 

Calculous tout d'abord la masse de la solution. Pour evaluer le premier terme dans 
I'integrale ()3.95|) . nous devons calculer e = ^/o^k/{8^l). La courbure extrinseque k de 

est 

k = -a'^''D,n,= {a''^'^Tls + a'^^^^^Tl^))nr (3.106) 

= ' + (3 107) 

2^VV/4(r2 + a2)SV4 

oil les ^^•'r sont les symboles de Christoffel calcules a partir de la metrique hij. Lorsque 
r —>■ CO, k devient 

k ~ fl - — 1 (3.108) 

Comme rii = ^/g^^S^ et A^* = le deuxieme terme dans I'integrale ()3.95|1 est 

N'^Tiy^r'n^ avec : 

K^'^ = -^{h^'drN"^ + ih'''^^^T^^ + h'^''^^^Tl^)N'^) (3.109) 

(3.110) 



3/4 



r2 + a2)3/2j]3/4 



^ v^ar3/2 sine /o 1 1 1 n 

= y/aK^ = -rrr-smfc'. (3.111) 

(r2 + a2)ys 



Enfin la contribution electromagnetique est AoIT avec 

ro(r2 + a2)(r2-a2cog2g^g.^g rp / ^ 0^(1 - 3 cos^ g) \ ^.^^ (3112] 
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3.6. Energie quasilocale et thermodynamique 



Finalement, les trois termes contribuant a la masse s'ecrivent (en ne gardant que le 
terme dominant lorsque r — > oo) : 

Ne = --^rsinO (3.113) 
167r 

hoj^v'^ sin"^ 6 

2iVV,,n^ = 2iV'^7r^,n^ = ^ , . (3.114) 

AqW = (^^ + »^)(^^-»^ cos^g)sing ^^^^ 

167rrS 

Nous voyons que le deuxieme terme tend vers zero et ne contribue done pas a la masse. 
Au contraire, les deux autres termes sont lineaires en r et done divergent lorsque r 
tend vers I'infini. Done nous obtenons un resultat infini pour la masse. Comme dans le 
cas statique (voir chapitre 2 section 6), nous devons retrancher la contribution d'une 
solution de fond. La solution de fond doit etre telle que les {N, N\ y/a, At, 0) et les 
{Nq, Nq, y/aQ, A^, (po) coincident sur la surface SI". Comme dans le cas statique, nous 
choisissons le fond charge [b = a = 0) sur lesquel les trous noirs se forment 



ds^ = -J -de + J-^ {dr^ + rHe^ + sin^ Od^^) . (3.116) 




La contribution de la solution de fond etant ajoutee pour annuler la contribution dom- 
inante a la masse, nous devons reprendre les calculs precedents en tenant compte de 
I'ordre suivant dans les developpements de k ()3.108|) et 11'' ()3.112p . Nous obtenons 

A'(f-eo) = ^ (3.117) 

^„(r-n;) = -^!<^:l^si„9 p.iis) 

167rr 

ce qui donne pour la masse 

M = j. (3.119) 

Le calcul du moment angulaire est similaire a celui de la masse excepte que nous 
n'avons pas a retrancher la contribution de la solution de fond puisque celle-ci est sta- 
tique (Jo = 0). Les quantites intervenant dans I'integrale ()3.96|) ont deja ete calculees 
lors du calcul de la masse. Les termes dominants des contributions gravitationnelles et 
materielles sont 

2nr7r\c:i -2ao^/br^sm^e (3.120) 

,3 



A^n'' ~ -aoV^rosin^^. (3.121) 

Nous voyons que la contribution gravitationnelle est deux fois plus grande que la con- 
tribution materielle. En regroupant ces contributions, nous obtenons pour le moment 
angulaire 



J=^^. (3.122) 
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Chapitre 3. Nouvelles solutions trou noir de EMD pour = 3 



Nous pouvons faire le meme calcul pour la solution dyonique en rotation ()3.73p - ()3.75|) . 
La masse et le moment angulaire sont 

X = f. J=-'{. (3.123) 

Comme dans le cas statique (voir chapitre 1 section 6), nous pouvons verifier que les 
versions magnetiques ont les memes masses et moments angulaires que les versions 
electriques. 

Verifions maintenant si la premiere loi est satisfaite pour ces trous noirs non asymp- 
totiquement plats. Prenons a nouveau I'exemple de la solution ()3.47|) - ()3.72p . Nous avons 
pour I'entropie, la temperature, la vitesse angulaire de I'liorizon et le potentiel electrosta- 
tique sur I'liorizon : 

S" = J = ^ J y/Mg^dOdif = TTy/ror+^rl + ag, (3.124) 
T = ^{n^drN)\, = (3.125) 

iih \h- ^ / 2 I — 2T (3.12bj 

Vf, = {Ao + QA^)\h = ^ (3.127) 

ce qui donne (en variant A4, S, J et Q par rapport a b, tq et Oq) 

3r/ft 3r/ft h 

dM = — , TdS + VlhdJ - VhdQ = — - —dro. (3.128) 
8 8 8ro 

Done la solution ()3.47j) - ()3.72j) satisfait a la premiere loi si dro = 0, c'est-a-dire si Ton 
fixe la charge electrique. II se passe done la meme chose que dans le cas statique. Le 
parametre vq etant un parametre du fond charge et non un parametre du trou noir, 
il semble logique de ne pas varier ce parametre. Done, nous concluons que la solution 
()3.47|) - ()3.72p satisfait a la premiere loi des trous noirs. Comme dans le cas statique, nous 
pouvons verifier que la version magnetique satisfait aussi a la premiere loi. 

De meme, nous pourrions verifier que les versions electriques et magnetiques des trous 
noirs dyoniques en rotation satisfont aussi a la premiere loi de la thermodynamique des 
trous noirs si la charge n'est pas variee. 
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Chapitre 4 



Trous noirs en theorie 
d'Einstein-Maxwell dilato-axionique 



Dans le chapitre precedent nous avons obtenu de nouvelles solutions des equations 
du mouvement ()2.5|) - ()2.7p de la theorie d'Einstein-Maxwell dilatonique (EMD) pour une 
valeur particuliere de la constante de couplage du dilaton, = 3. Pour se faire, nous 
avons utilise le fait que EMD3 (EMD avec = 3) est la reduction dimensionnelle de la 
theorie d'Einstein a cinq dimensions qui admet un modele a. Nous avons ainsi obtenu 
de nouvelles solutions de EMD3 et mis en evidence les liens existants entre ces nouvelles 
solutions de EMD3 et les solutions de la theorie d'Einstein a cinq dimensions. Dans ce 
chapitre, nous allons nous interesser au cas a = 1. Dans ce cas, EMD est la reduction 
dimensionnelle de la theorie des cordes heterotiques. Mais nous avons mentionne, dans 
la premiere section du chapitre precedent, que dans le cas general (a 7^ 0, a/3), les 
transformations laissant le modele a de EMD invariant etaient difficiles a exploiter pour 
la generation de nouvelles solutions. Pour generer de nouvelles solutions de EMD pour 
a = 1, nous allons utiliser le fait que, dans ce cas, EMD est contenue dans une theorie 
plus vaste : la theorie d'Einstein-Maxwell dilato-axionique (EMDA). Cette theorie admet 
un modele a. Dans une premiere partie nous allons introduire la theorie EMDA puis dans 
une deuxieme partie nous rappelerons les principales caracteristiques de son modele a. 
Ensuite, nous utiliserons ce modele a pour construire une nouvelle solution en rotation 
non asymptotiquement plate et nous calculerons sa masse et son moment angulaire en 
utilisant le formalisme quasilocal. Apres avoir montrer que EMDA pent etre obtenue 
par reduction dimensionnelle de la theorie d'Einstein a six dimensions, nous chercherons 
quelle est la solution a six dimensions correspondante a la solution en rotation. Pour 
finir, nous etudierons le mouvement geodesique et le comportement d'un champ scalaire 
dans le champ de gravitation de la nouvelle solution en rotation. 

Dans ce chapitre, le systeme d'unite utilise est tel que G = 1. 
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Chapitre 4. Trous noirs en theorie d'Einstein-Maxwell dilato-axionique 



4.1 La theorie d'Einstein-Maxwell dilato-axionique 

La theorie EMDA est definie par Paction 

S = -^j d^x^\ \r - 2d^cpdy - ]^e'''^d^Kd^K - e-^'^F^^F^-' - /tF^.F'^^j , (4.1) 

qui contient en plus du dilaton (p et du vecteur A, deja presents dans EMD, un champ 
pseudo-scalaire, I'axion k. 

Le tenseur F^'^ est le dual du tenseur electromagnetique defini en ()2.3p . 

L'action de EMDA ()4.1|) est invariante sous la transformation (S-dualite) de SL{2, R) 

z = K + i e~'^'^ z = — — V = 5v + 'ju, u = j3v + au {a5 — j3'^ = 1) (4.2) 

qui peut-etre utilisee pour generer une charge electrique a partir d'une charge magnetique 
(et vice versa) ou encore pour passer d'une solution de type electrique a une solution de 
type magnetique (et vice versa). 

En variant Paction ()4.1|) par rapport a 0, k, et g^j^y, nous obtenons les equations 
du mouvement de EMDA : 

^ d,{VW\d^^) = \e-'^F' + \e'^{dKf (4.3) 



]^d, (v^e^^S'^/s:) + F^.F'^^ = (4.4) 
/\^\{e-^'^F^"' + kF^""^ =0 (4.5) 



\9 

1 



R^, = 2d^4>d,4> + ^e^<^9^ Kd^K + e-^^ (^2F^xF^ + ^Qf^i^F^^ 



(4.6) 



Signalons que la limite — et k — ne redonne pas la theorie d'Einstein-Maxwell 
puisque les equations du dilaton (j4.3|) et de I'axion (j4.4j) imposent respect ivement les 
contraintes = et F^^F^"' = 0. 



4.2 Le modele a de EMDA 

Nous allons rappeler les principales etapes de I'obtention du modele a de EMDA en 
se basant sur Particle [T]. La notion de modele a a ete introduite dans la section 1 du 
chapitre precedent. 

Tout d'abord il est necessaire d'imposer que la metrique possede un vecteur de Killing 
du genre temps afin de pouvoir mettre la metrique sous la forme : 

ds"^ = -f{dt - ujidx'){dt - Ujdx^) + f~^hijdx'dx^ (4.7) 
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4.2. Le modele a de EMDA 



ou la fonction /, la 1-forme uj = uoidx^ et la metrique reduite hij sont independantes 
du temps. La metrique g^y est alors stationnaire et la metrique reduite h^j est de genre 
espace. 

Les composantes spatiales (/x = i) de I'equation de Maxwell (j4.5j) et de I'identite de 
Bianchi 

-^9,(v^F^^) = (4.8) 

sont trivialement satisfaites en introduisant les quantites u et v appelees potentiel 
"electrique" et "magnetique" respectivement (par analogie avec I'electromagnetisme 
sans source) : 



F,o = -^d,v (4.9) 
V2h 



En introduisant le 3-vecteur r* et le potentiel x, 

t' = -—e'^^djUk, Ti = diX + vd,u - udiV (4.11) 

oil e^^'' est le symbole totalement antisymetrique a trois dimensions^ , la composante (Oi) 
de I'equation d'Einstein est satisfaite. 

Les equations ()4.3|) . ()4.4|) . les composantes (00) et (ij) de I'equation d'Einstein ()4.6|) 
ainsi que la composante = des equations (j4.4p et (j4.8|) constituent alors un systeme 
de six equations pour les variables /, X; u, v, et k. Or, ce systeme de six equations 
derivent de Taction 



3^^ = 11 (^'J - e^AB5.<l>^a,$^) h:<i^/hd^X (4.12) 



Oil $^ = (/, X, V, u, (f), k) est appele espace cible, Qab etant la metrique de cet espace. 
Nous avons ainsi obtenu le modele a de EMDA. 

En etudiant les isometrics (vecteurs de Killing) de la metrique de I'espace cible Qab^ 
les auteurs [T] ont montre que ce modele a pouvait etre parametrise par la matrice 
M e Sp{A,R)/U{2) qui depend des potentiels $^ : 



gp-i P + QP-^Q 
oil P et Q sont deux matrices reelles 



^Convention : e^^^ = 1 
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Chapitre 4. Trous noirs en theorie d'Einstein-Maxwell dilato-axionique 



avec w = u — kv. 

L 'action du modele a 

S^ = ^J(n+ irr(VMVM-i)^ Vh£x (4.15) 

est invariante sous la transformation matricielle 

M ^ M = U^MU, U G 5p(4, R), (4.16) 

que nous utiliserons dans la suite pour construire de nouvelles solutions de EMDA. 
Comme dans le cas du modele a de EMD, toutes solutions M et M liees par la trans- 
formation ()4.16|) possedent la meme metrique reduite hij. 

4.3 Lien entre EMDA et la Relativite Generale a six 
dimensions 

Comme nous I'avons vu dans la section precedente, le modele a de EMDA est in- 
variant sous le groupe Sp{4:,R) [U El Ej- D'autre part, la Relativite Generale a six 
dimensions sans source admet un modele a invariant sous le groupe SL{4, R) ^ qui 
contient le groupe 5*^(4, R). Ceci amene a penser qu'il pourrait exister un lien entre les 
deux theories. Dans Particle les auteurs ont montre que, a toute solution de EMDA 
correspond une solution de la Relativite Generale a six dimensions, generalisant ainsi le 
resultat obtenu dans [0]. 

Rappelons brievement la procedure suivie dans afin de voir sous quelles conditions 
la Relativite Generale a six dimensions se reduit a EMDA. Pour cela nous allons reduire, 
a la Kaluza-Klein, la Relativite Generale sans source a six dimensions 

Se = j d'xy^eRe- (4.17) 

Quelque soit le nombre de dimensions, en imposant I'existence d'un vecteur de Killing 
du genre espace, la metrique pent s'ecrire 

dsl^, = e-^'^"dsl + e2("-2)'=<^"(dx"+^ + {Cn)f,dx''y (4.18) 

oil c est une constante arbitraire que nous fixerons plus loin. En utilisant ()4.18|) nous 
pouvons exprimer la courbure scalaire a n + 1 dimensions de la maniere suivante 

i?„ - (n - l){n - 2)c\d4)n? - le2("-i)^^"F2(C„) + 2cV^ 



\/gn+lRn+l — 



.19) 

Pour reduire Taction ()4.17j) de six a cinq dimensions, nous utilisons ()4.18j) et ()4.19|1 
avec n = 5. En dualisant la 2-forme F et en fixant c = 1/ -\/6, Taction ()4.17|1 devient (en 
negligeant la divergence) 



5'5 = y d^Xy/g^ 



i?5- 2(905)' -^e-^-^^ff^ 



(4.20) 
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4.3. Lien entre EMDA et la Relativite Generale a six dimensions 



on H = dK = -kFi^C^) et a = 4^^2/3. Nous devons maintenant reduire ()4.20p de cinq a 
quatre dimensions. Pour cela nous utilisons ()4.18|) et ()4.19|) avec n = 4 ainsi que 

k = K^^dx^ A dx" + dx^ A dx^. (4.21) 

L 'action (ji^ devient 

i?4 - 2(90)2 - {dijf - \e^'^{dt^f - ie2(^-<^)F2(C4) 



d x^i 



(4.22) 



ovL nous avons introduit k tel que H = —e'^'l' -k n et 

^=\ll^^-\ll^^^ ^ = V2 (^yi^s + y|</'4j . (4.23) 

Nous voulons que Taction ()4.22|) . et les equations du mouvement qui en decoulent, se 
reduisent a Paction de EMDA ()4.ip et les equations du mouvement correspondantes 
(j4.3p - (|4.6|) . Ceci peut-etre fait en imposant les conditions 

^ = 0, (C4)m = E^ = (4.24) 

compatibles avec toutes les equations du mouvement. 

En resume Paction de la Relativite Generale a six dimensions ()4.17|1 se reduit a 
Paction de EMDA P?T|) en posant 

dsl = dsl + e-^'^e^ + e'^(C + K ef (4.25) 

avec 

e = dx^ + V2A^dx'', C = dx^ + V2B^dx^, (4.26) 

F^,{B) = e-^^F^M)-KF^,{A)- (4-27) 

Nous voyons done que, a toute solution {ds\, A, 0, n) de EMDA correspond une solution 
dsl 1^ Relativite Generale sans source a six dimensions. 

Pour finir signalons que nous pouvons mettre ()4.25|1 - ()4.27|1 sous la forme plus com- 
pacte 

dsl = GABdx^dx^ = dsl + Kbidx" + V2Aldx^'){dx^ + V^A^dx^) (4.28) 

avec 

A = f , Al = {A,^B,) (4.29) 



Ke^ e 
oil {ds\, A, (f), k) est une solution de EMDA si 



det{X) = l, = -e'^^Afe.F^^, (4.30) 
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Chapitre 4. Trous noirs en theorie d'Einstein-Maxwell dilato-axionique 



avec 

Fl. ) V F^B) 



(4.31) 



Les indices a,b, . . . varient de 5 a 6 alors que les indices /x, z/, . . . prennent les valeurs 
1, 2, 3, 4 et e'** est le symbole totalement antisymetrique ^. 

Au debut de ce chapitre, nous avons vu que Taction de EMDA est invariante sous 
la transformation de SL{2,R) ()4.2|) . Ici, nous voyons que cette symetrie a pour origine 
I'invariance de la theorie d'Einstein a six dimensions dans I'espace des deux vecteurs de 
KiUing 85 et d^. 



4.4 Le formalisme quasilocal 

La derivation des formules pour I'energie quasilocale et le moment angulaire quasilo- 
cal dans le cas de EMDA est tres similaire a ce qui a ete fait dans le cas de EMD 
(voir chapitre 2, section 5). La contribution gravitationnelle est toujours inchangee et 
est donnee par les formules ()1.24|1 et ()1.26|) . Concentrons nous sur la partie matiere de 
Paction de EMDA : 

Sm = -^j d^x^M ^2d^4>d^ct) + U^'i'd^Kd'^K + e-2<^F^,F^^ + /^F^.F'^^j , (4.32) 



Le moment conjugue de n est 



P. = -^e'^d'n. (4.33) 
ibvr 



Le moment conjugue de (f) est inchange 



-^9V (4.34) 
Art 



alors que le moment conjugue de Ai est modifie par I'ajout d'une contribution provenant 
du terme de couplage entre I'axion et le champ electromagnetique : 

= Vlu-2<^>p^0 ^ ^^*0) ^ Vl^i U35) 

47r^ ' 4:71 ' ^ ' 

le champ electrique E"^ etant lui aussi modifie. 

Pour faire apparaitre le Hamiltonien dans Taction ()4.32|) . nous utilisons les relations 

doK = —e-^'^p, + N'diK, d'K = h'^djK + —e-^*p^, (4.36) 

y/9 ^[9 



^ou nous avons adopte la convention e^^ = 1 
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ainsi que les relations similaires pour ()2.58|) fen prenant a = 1). Les relations pour F^^ 
()2.59p sont modifiees par I'ajout d'une contribution de I'axion : 



(4.37) 



F'^ = F'' + —{AtcW - -e^''^FM)e^'^ - —{47tU' - -e"'^Fki)e^^. (4.3J 
Comme dans le cas de EMD (chapitre 2, section 5), nous obtenons 



Sm = J dt J £x {p^do<p + li'doAi -NH- N'Hi - AqHa) - ^ j V^d^xNAoE' 



Hi 



St 



SI 



(4.39) 

oil H, Hi et Ha sont les contraintes associees aux multitplicateurs de Lagrange N, iV* 
et Ao 



H 



Hi 
Ha 



(4.40) 

(4.41) 
(4.42) 



En particulier, nous voyons que I'axion, comme le dilaton, ne contribue qu'indirecte- 
ment au Hamiltonien (dans le 11*). Nous en deduisons les formules suivantes pour les 
contributions de la matiere a I'energie quasilocale et au moment angulaire quasilocal : 



E, 



m — I ^iOJ-J- IH 

5r 



AnlVriid'^x, Jm = — j A^ITriid'^x 



(4.43) 



ST 



on nous avons introduit = {^/Vh)W 



4.5 Generation de solutions en rotation 

Lorsque la constante de couplage du dilaton a est egale a un, nous avons vu que EMD 
etait contenue dans EMDA. Done les solutions non asymptotiquement plates ()2.18|) de 
EMD pour a = 1 sont aussi solution de EMDA. Dans Particle ' 'Linear Dilaton Black 
Holes ' ' (voir Appendice A), en utilisant I'invariance du modele a sous la transformation 
()4.16p . la version electrique de la solution ()2.18|) a ete generalisee. Dans cette section, 
nous allons faire le meme travail pour la version magnetique 

ds^ = -l^dt^ + \dr^ + r(r - h)dn''] , (4.44) 

tq r — 

F = ^ sin ede Ad^, e^^ = -. (4.45) 
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Chapitre 4. Trous noirs en theorie d'Einstein-Maxwell dilato-axionique 



Nous remarquons que cette solution possede la meme metrique reduite hij que la solution 
de Schwarzschild 



+ (^1-^^ {dr"^ + r(r - b)dn^) , (4.46) 
1, K = 0, F = 0, b = 2M. (4.47) 
Par consequent, ces deux solutions sont liees par la transformation de 5*^(4, R) 



(4.48) 
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(4.49) 



(4.50) 



Cette transformation fait passer d'une solution asymptotiquement plate neutre a une so- 
lution non asymptotiquement plate chargee magnet iquement. Done, comme au chapitre 
precedent, en appliquant cette transformation sur une metrique asymptotiquement plate 
neutre en rotation, la solution de Kerr, 



ds' = (dt-ujd^f-i:[ — + de' + - — 

L V A A — a"' sm 6 



1, K = 0, F = 0, 



V), (4.51) 
(4.52) 



avec 

9 9^ 9 9 9 ^ aMr sin^ 9 

A = r^-2Mr + a^, E = + cos^ 6, u = -2 ^. (4.53) 

A — a-^ sin 9 

nous obtenons une solution non asymptotiquement plate chargee magnet iquement et en 
rotation. La matrice (j4.13j) associee a la metrique de Kerr etant 
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-1 


/ 



(4.54) 
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avec 



/ 



A 



' sin^ 6 



X 



aM cos 6 



(4.55) 



nous obtenons la nouvelle matrice 



/ b f 



eKm 



\ f 



roX 
b f 



-1 



b i 

f 

-1 
/ 



\ 



-1 

_b_ 

ro 

A 



f 


b_ 

rof 



(4.56) 



K, u, V et X de la nouvelle 



En comparant (j4.13p et (j4.56j) . nous en deduisons les /, 
solution. Puis en utilisant (jUTTJ), nous obtenons, a partir du potentiel x, les puis les 
LOk- Nous pouvons alors reconstituer la solution associee a la matrice M^xm 

A-a^sm^6 o f dr"^ .„o Asin2 6' 



r 



a cos 9 



{dt - Ludiff - Tor i— + de"^ + ^ 



a? sin^ 6 



d^' 



A 



a cos 



, To cos 6 
—dt - 



dip, 



ar^r sin^ 9 
A - a2 sin^ 6 



(4.57) 
(4.58) 



Nous avons vu dans la section 4.1 que EMDA etait invariante sous une transformation 
de dualite ()4.2p permettant de passer de la version magnetique d'une solution a la 
version electrique de cette solution. Cependant, nous pouvons aussi utiliser la matrice 
Ume qui fait passer des matrices associees aux versions magnetiques des solutions 
aux matrices Mg associee aux versions electriques des solutions 



M„ 








-1 


_b_ 

ro 


o\ 




ro 
b 


ro 
b 


-1 


1 




ro 
b 


ro 
b 








\ 





1 





0/ 



(4.59) 



Dans la section precedente, nous avons adapte le formalisme quasilocal a EMDA. En 
regroupant les contributions materielles et gravitationnelles, nous obtenons les memes 
formules ()3.95|) et ()3.96|) que dans le cas de EMD pour I'energie quasilocale et le moment 
angulaire quasilocal, mais avec le moment conjugue 11* de Ai modifie par la contribution 
de I'axion ()4.35p . Nous allons maintenant utiliser ces formules pour calculer la masse et le 
moment angulaire de la solution (j4.57|) - (j4.58j) . Le calcul des quantites quasilocales a ete 
grandement detaille dans la section 6 du chapitre 2 et dans la section 5 du chapitre 3. De 
plus, le calcul de la masse et du moment angulaire de la solution en rotation de EMDA 
etant tres similaire a celui conduit dans la section 5 du chapitre 3, nous n'entrerons pas 
dans les details. L'energie quasilocale est divergente et il est necessaire de retrancher 
la contribution d'une solution de fond pour obtenir un resultat fini. Comme dans les 
chapitres precedents, nous choisissons comme solution de fond le fond charge sur lequel 
les trous noirs se forment, c'est-a-dire la solution (|4.57|) - (|4.58|) avec a = b = 0. Pour 
calculer la masse nous avons besoin de la courbure extrinseque de la surface 



k = -- 



A 



b 

2r 



(4.60) 
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ce qui donne pour le premier terme de la contribution gravitationnelle 

b 
167r 

De meme, en utilisant 



7V(£-£o) ^T^-sin^. (4.61) 



aro sin"* 9 A 
327r V Tor 

la contribution du deuxieme terme est 

sin^ 9 
327rr 

qui s'annule a I'infini ct done ne contribue pas a la masse. Pour calculer la contribution 
materielle, nous avons besoin du moment conjugue 11'' de Ar 



(4-62) 



n^TT^iV^ = - Z_ (4-63) 



n'^ = ^^cos^sin^. (4.64) 
2\/ 27r 

La contribution materielle est alors (Ho = n* (a = 6 = 0) = 0) 

MU'-Ul) = '^^ (4.65) 

qui s'annule a I'infini et done ne contribue pas a la masse. En regroupant les trois 
contributions, nous obtenons pour la masse 

M^\. (4.66) 

Le calcul du moment angulaire fait intervenir les memes quantites que nous venons 
d'utiliser pour le calcul de la masse. De plus, nous n'avons pas a retrancher la contri- 
bution dc la solution de fond puisquc celle-ci est statique (Jq = 0). La contribution 
gravitationnelle et la contribution materielle au moment angulaire sont 

2n,7r; = -^sin^^ (4.67) 

A^IT = cos' 9 sin 9 (4.68) 
47r 

et nous voyons que, comme pour la version electrique (voir Particle ' 'Linear Dilaton 
Black Holes ' ' dans I'Appendice A ), la contribution materielle est deux fois superieure 
a la contribution gravitationnelle 

/=J, + /. = ^!^ + ^ = ^^. (4.69) 

Nous voyons aussi que la masse et le moment angulaire sont les memes que ceux de la 
version electrique. Comme dans le cas des solutions de la theorie d'Einstein-Maxwell 
dilatonique dans les chapitres 2 et 3, nous pouvons montrer que la version electrique 
et la version magnetique de la solution en rotation satisfont a la premiere loi de la 
thermodynamique des trous noirs si la charge n'est pas variee. La charge n'etant pas un 
parametre du trou noir mais un parametre du fond, ce resultat semble correct. 
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4.6 Partenaire a six dimensions de la solution en 
rotation 

Determinons maintenant le partenaire a six dimensions de la solution (|4.57j) - (j4.58j) . 
Nous obtenons en utilisant ()4.25p 

dsl = -2dtdx^ + 2adtd(p + —dt^ + —(dx^)'^ + rord(p^ -"^^^^^^dx^dx^ 

tq r r 

2 2 2 /1 

-2r cos Odifdx'' + ^ +a cos ^ .^^5n2 ^ ^^^^^2 ^ !:^dr^ (4.70) 

rgr A 

En posant 

p = 2v/^, e=^-, V± = ^ (4.71) 
dr = ^ {dx^ - ad^) , dij = \ly^{dt - \J^dT^ . ^r] = ^ (4.72) 

la metrique se met sous la forme d'un produit direct 

dsl = dip"^ + dsl, (4-73) 

oil dsl 1^ metrique de Myers et Perry ()3.37|) avec les deux moments angulaires egaux 
fa+ = a_) : 



dsl = -dT^ + (dT+(a/2)( dip- cos edT])] + ——+ dVl^ 

p'^ \ /I — pp~'^ + pa^p~^ 

-{ dr + d sin^ 6dip+ + d cos^ 6dip- ] 

P 



-dr^ + -^(dr + d sin^ 9dip+ + d cos^ ddip_ ) (4.74) 



"^^^ +pHdP + s\Y?edipl + cos'' 



1 — pp^"^ + pa?p~^ 

avec p = Abro et d = 2(ro/6)^^^a. Done la version magnetique de la solution ()4.57|1 
peut-etre obtenue par une double reduction dimensionnelle ()4.25|) de ()4.73p en utilisant 
les definitions (PTT|) - (pr7^ pour x^ et x^. 

Or, dans Particle "Linear dilaton black holes", le partenaire a six dimensions de la 
version electrique de la solution ()4.57|1 a ete calcule et il a ete montre que la metrique a 
six dimensions peut-etre aussi mise sous la forme d'un produit direct ()4.73j) 011 dsl ^^t 
aussi la metrique de Myers et Perry avec les deux moments angulaires egaux. La version 
electrique s'obtient elle aussi par double reduction dimensionnelle de fl4.73p mais par 
rapport a des variables x^ et x^ differentes : 

= (4.75) 

d^ = J-(dt + ^dx^\ dT=J^dx^. (4.76) 
V ro V b J \ b 
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Nous voyons que la difference dans la reduction dimensionnelle conduisant a la ver- 
sion electrique ou a la version magnetique reside principalement dans I'echange des 
variables et x^. Le fait que I'echange des variables x^ et x^ n'affecte pas le resultat 
de la reduction dimensionnelle n'est pas etonnant. En effet, nous avons impose des le 
depart que la theorie d'Einstein a six dimensions possede les deux vecteurs de Killing 
et Oq. La theorie EMDA obtenue par reduction de la theorie d'Einstein a six dimensions 
par rapport a ces deux vecteurs de Killing est alors invariante sous les transformations 
de SL{2,R) agissant dans le plan (c^sjC^e). 



4.7 Mouvement geodesique et champ scalaire 

Etudions le mouvement geodesique des particules dans le champ de gravitation de 
la metrique ()4.57p que nous ecrivons sous la forme ADM : 



cis^ = dt'^ + ror 

ror 



dr'^ 

— + d9^ + sin^ 9 (dip- —dt 



A 



ror 



(4.77) 



La metrique inverse est donnee par : 



g'"'df,d^ = -^dtdt - '^dtd^ + ^ ^1 ^^^2 o ^^^^ ^ ^^dr + —dedg 



2a 
A' 



La courbure scalaire 



R 



ror A sin 9 

A + sin^ 9 

2ror^ 



A 

ror 



1 

ror 



(4.78) 



(4.79) 



est finie dans tout I'espace exceptee bien siir en r = 011 se trouve la singularite. 

Comme dans la section 3 du chapitre 2, nous allons utiliser I'equation de contrainte 



(4.80) 



pour etudier le mouvement des geodesiques du genre temps {e = 1), lumiere {e = 0) et 
espace {e = —1) . 

Le Lagrangien etant independant de t et ip, nous en deduisons les deux constantes 
du mouvement E et L : 



dC 2A . „ . 2nf . a . 

— - = if: + iror sm 9 [ (p 1 

dt ror \ ror 

dC 

dip 



1 = -2E 

ror ^ 



2ror sin 9 \ (p 1 

Tor 



2L 



ce qui donne, en inversant le systeme, 

i - 



A A 



a ^ A - sin 9 ^ 

ip = —E H 2 — 

A ror A sin 9 



(4.81) 
(4.82) 

(4.83) 
(4.84) 
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En utilisant ces deux relations, la contrainte ()4.80|) devient 



^2 ^ ^2 + — — £ - A^^ (■4_g5) 

T"g?" ~. 



ror rnr2 sin^ 6* ror 



Etudions le mouvement geodesique dans le plan equatorial {6 = 7r/2). L'equation 
devient : 

r^ + V = E'^ (4.86) 



avec le potentiel effectif 



2a r — b r, r — b , , 

V = — EL + -^L^ + e. 4.87 

ror r^r vq 



Lorsque r tend vers I'infini le potentiel effectif est donne par : 



V 



4, £ = 0, 

^2 ^ bz^^2 ^ ^ 0, E = ^ 

■rgr ' ' ro 

£=-1. 

ro ' 



(4.88) 



Nous en deduisons que les geodesiques du genre espace peuvent se propager a I'infini 
au contraire des geodesiques du genre temps qui sont reflechies par le potentiel qui 
croit lineairement avec r. Les geodesiques du genre lumiere pour lesquelles > ^ se 
propagent jusqu'a I'infini alors que celles pour lesquelles E < sont reflechies par le 
potentiel. Lorsque E = le comportement des geodesiques du genre lumiere differe 
suivant que (j4.77|) represente une singularite nue, un trou noir extreme ou un trou noir. 
EUes sont confinees lorsque b < 2a (singularite nue), orbitent autour du trou noir lorsque 
b = 2a (trou noir extreme) et se propagent jusqu'a I'infini lorsque b > 2a (trou noir). 

Examinons, maintenant, le comportement d'un champ scalaire massif dans le champ 
de gravitation de la solution ()4.77|1 . Le champ scalaire ip = ip(r,9)e'^^"^'^^^'^^ obeit a 
l'equation de Klein-Gordon 

(V^V^ - /i')^ = (4.89) 
qui devient en utilisant ()4.77|1 et ()4.78|1 

d,{Adr^) + (^oruj-amf ^ _ ^ J_9^^^^^09^^^ _ JliLj, = g. (4.90) 

A sm d sm d 

Cette equation est separable en posant il) = R{r)Q{9) 

driAdrR) + _ ^2^^rR = x'R (4.91) 

1 7772 

de{siJi9deQ) + —^Q = (4.92) 



sm U sm 
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L'equation ()4.92p est Tequation differentielle des harmoniques spheriques avec 

+ / = 0, 1... et / > \m\. 

Etudions maintenant Tequation radiale. 

i) b = a = (fond charge) : 
L'equation ()4.9H) se reduit a 



drir'drR) - (z/' - 1/4 + /iVor)i? = (4.93) 



ohu= v/(/ + 1/2)2 - r2cu2. 
En posant, 



R = X/x (4.94) 



l'equation devient 



x'd^X + xd^X - {u' + x')X = (4.95) 



avec u = 2v. Cette equation est l'equation differentielle des fonctions de Bessel modifiees 
La solution de ()4.93p est done une combinaison lineaire d'une fonction de Bessel de 
premiere espece / et d'une fonction de Bessel de seconde espece K : 

R = Ar-'^^h,{2fiy/¥^) + Br-^'^K2u{2^^). (4.96) 

Le comportement asymptotique de cette solution est le suivant. A I'infini (r — > oo) et 
pour /i 7^ 0, nous avons 

R-c,^:^ + c,^:^. (4.97) 

Lorsque r ^ cx) et = 0, la solution depend de la valeur de u : 

R ^ ^ C2r-l/2+^ < (/ + l/2)/ro, u>0 (4.98) 

R ~ Cir~i/2g-i9x _^ ^^^~i/2^igx^ Lj>{l + l/2)/ro, u = iq (4.99) 

R^ Cir-^/'^ + C2r-^^'^\nr, = (/ + l/2)/ro, z/ = (4.100) 



on X = Inr. Par analogic avec le mouvement geodesique nous pouvons interpreter les 
solutions ()4.97j) et ()4.98j) - ()4.1()()|l . Lorsque 7^ 0, comme pour les geodesiques du genre 
temps, il y a une barriere de potentiel et I'exponentielle decroissante represente I'onde 
exponent iellement supprimee au fur et a mesure qu'elle penetre la barriere de potentiel. 
De plus, nous devons prendre C2 = pour avoir une solution physiquement accept- 
able, I'exponentielle croissante divergeant a I'infini. Lorsque /i = 0, comme pour les 
geodesiques du genre lumiere, il y a deux cas de figure. Lorsque z/ > 1/2, c'est-a-dire 
u"^ < (/ + l/4)(/ + 3/4)/rQ {E < L/vq), I'onde est confinee et nous devons prendre 
C2 = pour avoir une solution physiquement acceptable. Au contraire, lorsque u < 1/2 
c'est-a-dire a;^ > (/-M/4)(/ + 3/4)/rQ {E > L/ro), I'onde est libre de se propager jusqu'a 
I'infini. 
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II y a done des modes provenant de la singularite et d'autres provenant de I'infini. En 
interferant, ces ondes peuvent alors donner naissance a un spectre d'energie uj discret. 
Dans ce cas la fonction d'onde doit etre de carre sommable : 



fdT.^ = J {ipd'^ilj* - ilj*d''ilj)dE^. (4.101) 
s 

Lorsque a = b = Oeth'ER{uj>{l + l/2)/ro), cette condition devient 

oo 

IIV'IP = - j ujg°^\ip\'^^£x = An j iurlR^dr (4.102) 



oo 

= A-K j uorl{Ar-^^^l2u{2^^/¥^) + Br-^/^K2u{2^i^/¥^)f dr. (4.103) 



Or, cette integrale n'est finie que lorsque A = B = Q done il n'y a pas de solution de 
carre sommable. Lorsque z/ G zi? (w < (/ + l/2)/ro), la solution n'est pas normalisable, 
mais est une onde spherique. Done, dans le cas a = 6 = qui correspond au fond sur 
lesquel les trous noirs se forment, le spectre est continu. 

ii) M < \a\ (singularite nue) : 
Dans ce cas la condition de normalisation ()4.101|) devient 

oo 

W^Pf = - j [ug^^^ -mg^^)\iP\^y/^d^x = An J {rotor - am)^R'^dr. (4.104) 



Tout d'abord examinons le cas a = et M < 0. L 'equation radiale est : 



dJr(r - h)drR) + ( il^!:^ - ;,Vor -k'\r = {) (4.105) 
\r[r — h) J 

que nous pouvons resoudre exactement dans le cas /i = 0. Posons 

a; = -, = a;"(l - xfX, a = p = irou (4.106) 



oil z/ = \/l + A{>(^ — TqCJ^). L'equation devient alors 

a;(l - x)dlX + (c - (1 + a + h)x)d^X - abX = (4.107) 

avec 

a = b = +iroa;, c = 1 + z/ (4.108) 

qui est l'equation differentielle des fonctions hypergeometriques. La solution est donnee 
par [7j 

= a;"(l - xf [CiF(a, b; c; x) + C2X^""F(a - c + 1, b - c + 1; 2 - c; x)] . (4.109) 
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Lorsque u E R, a.u voisinage de Finfini {x ^ 0), la solution est 

R Cix^ + C2X^ . (4.110) 



Cette solution est de carre sommable si C2 = 0. Au voisinage de la singularite (x — > —00), 
la solution normalisable a I'infini (c'est-a-dire avec C2 = 0) s'ecrit 

R = Ci {Ax~^F[3i,l - c + a; + 5 x^'^Ffb, 1 - c + b; . (4.111) 

Cette solution diverge logarithmiquement et n'est done pas normalisable. Done, lorsque 
/i = 0, comme dans le cas a = 6 = 0, il n'y a pas de solution de carre sommable, et le 
spectre est continu. 

Lorsque /i 7^ 0, la solution a I'infini est donnee par (j4.97p alors que pres de la 
singularite I'equation radiale s'ecrit 

rdlR + drR = Q (4.112) 

qui a pour solution 

R = C^ + Ci\nR. (4.113) 

Or, Ini? est une solution singuliere de I'equation de Klein-Gordon 1)4.911) . Done, pour 
avoir une solution reguliere, il faut poser C4 = 0. Cette solution a une norme finie. A 
I'infini la solution est normalisable si Ci = 0. Done il existe une solution normalisable 
si C*! = et C4 = 0. Le spectre est discret. 

Examinons maintenant le cas a > 0, M < a. Dans le cas /i = 0, I'equation radiale 
peut-etre a nouveau resolue. Posons 

r = M + zc^^, i? = r(l- 0^2(0 (4.114) 

oil 



c = Va^ - M\ a = '^ ^'"^ , (3=^{l + ^l + A{x^-rluo^)) (4.115) 
Mvqu -am , 

oj = , m = ToUJ- (4.116) 



avec 



e(l - Odp + (c - (1 + a + h)Od^E - abS = (4.117) 



l + 2uj' + J1 + 4(x2 - r2cu2) l-2im' + v^l + 4(x2 - rgc^a) 
a = ^ , b = (4.118) 

c = l + (jj'-im'. (4.119) 
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La solution est 



R = r(l-0''(c'ii'(a,b;a + b + c-l;l-0 

+C2(1 - S,T-^-''F{c -b,c-a;c-a-b + l;l-0) (4.120) 



Au voisinage de I'infini — ^ 1), la solution 

i? ~ (1 - if^{Ci + ^2(1 - e)=---^) (4.121) 

est de carre sommable si C2 = et a/1 + 4(x^ — r'^u'^) > 0. Au voisinage de la singularite 
I'equation radiale devient : 

a^d^^R + (m^ - k')R = (4.122) 

qui a pour solution une serie entiere en r. Cependant la solution i? = r est une solution 
singuliere de I'equation ()4.91|) et pour avoir une solution reguliere il faut done imposer 
la contrainte 

drR\r=0 = 0. (4.123) 

Done lorsque /i = 0, il existe un spectre semi-discret. Lorsque u"^ > (x^ + l/4)/rQ, 
le spectre est continu alors que lorsque cu^ < (x^ + l/4)/rQ, le spectre est discret. La 
resolution numerique de I'equation ()4.123|) montre que le nombre de niveaux d'energie 
est egal a m et que le signe de u est oppose a celui de m. 

Lorsque 7^ 0, au voisinage de I'infini la solution est donnee par (j4.97|) et nous devons 
prendre €2 = pour avoir une solution finie a I'infini. Au voisinage de la singularite, la 
solution est donnee par ()4.122j) et nous devons, comme dans la cas ^ = 0, imposer la 
condition de regularite ()4.123p . Done, dans le cas /x 7^ 0, le spectre est discret. 

iii) > (trou noir) : 

Dans le cas d'un trou noir, il est bien connu qu'il ne pent exister de spectre discret. 
En effet, en introduisant la coordonne "tortue", 

dn = '-^dr, n = -^^^\n(^-^), (4.124) 



A r_)_ — r_ \r — r 

I'equation radiale devient 

Or, au voisinage de I'horizon (A = 0), cette equation admet pour solution une onde 
spherique 

R = C^Qikr. + C2e~'^"% k = U - Ul^lh, (4.126) 
qui n'est pas de carre sommable. Le spectre est done continu dans le cas d'un trou noir. 
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Cependant, dans le cas d'un trou noir en rotation, comme c'est le cas ici, un autre 
phenomene merite d'etre etudie : la super-radiance. Ce processus, decouvert par Penrose 
jH], permet d'extraire de I'energie du trou noir. II necessite la presence d'une zone oil gu 
est positif, appelee ergosphere, qui est situee entre I'horizon Vh (zero du lapse A^, voir 
I1.17|) et (zero de gu, appelee limite statique). 

L'extraction de I'energie du trou noir pent se faire par I'intermediaire de particules [HI 
E] ou d'ondes P [1011111 112] • Dans le cas d'une onde incidente ^p = tjj{r, Q'^Q^i^v-^t) envoyee 
sur le trou noir, nous pouvons montrer que, lorsque I'energie u de I'onde incidente est 
telle que 

u < mVth, (4.127) 

(oil est la vitesse angulaire de I'horizon) une partie de I'onde est absorbee par le 
trou noir (onde transmise) alors que la partie reflechie par I'horizon du trou noir a une 
energie superieure a I'onde incidente. Ceci pent etre fait, soit en calculant les coefficients 
de reflexion et de transmission ^ISJ, soit a partir du theoreme de Hawking sur I'aire d'un 
trou noir [HI [T3j . 

Dans le cas d'une solution trou noir asymptotiquement plate, les modes super- 
radiants peuvent se propager jusqu'a I'infini en emportant une partie de I'energie du 
trou noir. Au contraire dans le cas de la solution non asymptotiquement plate ()4.77j] . 
les modes super-radiants ne peuvent s'echapper a I'infini. En effet, nous avons vu plus 
haut que les modes massifs /i 7^ ainsi que les modes non massifs tels que 

1 + 1/2 , , 

u < ' 4.128 

sont reflechis par une barriere de potentiel avant d'atteindre I'infini. Or, comme la vitesse 
angulaire de I'horizon est 

dip 



dt 



(4.129) 



et que M > a et |m| < / nous avons 

/ + 1/2 



ror+ ro(M + VM2-a2) 
< mrih. (4.130) 



Done tons les modes super-radiants sont reflechis par la barriere de potentiel. L 'energie 
prise au trou noir ne pent done etre emportee a I'infini dans notre cas. L'onde effectue 
des allers et retours entre I'horizon et la barriere de potentiel pompant a chaque fois 
un peu plus de I'energie du trou noir. En raisonnant par analogie avec le cas des trous 
noirs asymptotiquement plats, le processus pourrait se poursuivre jusqu'a epuisement 
du moment angulaire du trou noir. La solution trou noir en rotation serait done instable 
et I'etat final du trou noir serait la solution ()4.77p avec a = 0, c'est-a-dire la solution sta- 
tique ()4.44p . Cependant, avant de tirer des conclusions et pour savoir si un tel processus 
pent avoir lieu pour nos solutions, il faudrait faire une etude plus rigoureuse de la quan- 
tification du champ scalaire dans un espace-temps non asymptotiquement Minkowskien 
et non asymptotiquement AdS, puis etudier la super-radiance a I'image de ce qui a ete 
fait pour des espaces asymptotiquement AdS [TBI EI 
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Chapitre 5 



Trous noirs 
dimensions 



a plus de quatre 
et branes noires 



Dans les chapitres precedents nous nous sommes interesses a des solutions (decrivant 
des trous noirs) a quatre dimensions, alors que dans le chapitre suivant nous chercherons 
des solutions a trois dimensions. Dans ce chapitre, nous allons elargir notre recherche a 
un nombre quelconque D de dimensions d'espace-temps [D > 2). Ce chapitre regroupe 
une partie d'un travail en cours sur la construction et I'etude de solutions trou noir et 
branes noires non asymptotiquement plates. 

Nous allons tout d'abord introduire la theorie, puis nous construirons de nouvelles 
solutions statiques non asymptotiquement plates de cette theorie. Apres avoir adapte 
le formalisme quasilocal a la theorie, nous I'utiliserons pour calculer la masse de ces 
solutions. Les deux dernieres parties de ce chapitre seront consacrees a montrer comment 
nous pouvons generaliser les solutions statiques a des solutions en rotation, pour des 
valeurs particulieres de la constante de couplage du dilaton. 

Dans ce chapitre, nous utilisons un systeme d'unite tel que G = l/lGvr. 

5.1 Trous noirs et branes noires 

La theorie de Kaluza-Klein ^ |2] fut la premiere a postuler I'existence de dimensions 
supplementaires dans une tentative d'unification de la gravitation et de I'electromagne- 
tisme. En prenant comme point de depart la gravitation sans source a cinq dimensions et 
en compactifiant la theorie le long de la cinquieme dimension, nous obtenons la Relativite 
Generale a quatre dimensions couplee au champ electromagnetique (plus un champ 
scalaire non desire couple au champ electromagnetique, nomme plus tard le dilaton). 
Les solutions de cette theorie decrivant des trous noirs ont ete largement etudiees [SI IH 



L'idee des dimensions supplementaires a retrouve un second souffle avec I'apparition 
de la theorie des cordes, qui est le candidat moderne a I'unification des quatre inter- 
actions fondamentales et a la formulation d'une theorie quantique de la gravitation. II 
existe cinq theories de supercordes {D = 10) differentes reliees entre elles (ainsi qu'a 
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la supergravite a 11 dimensions) par de nombreuses dualites [31311011111, ce qui laisse 
penser qu'elles ne sont que differentes facettes d'une seule et meme theorie : la tlieorie 
M {D = 11). Les trous noirs sont supposes jouer un role aussi important en gravitation 
quantique qu'en Relativite Generale. II est done important d'etudier les solutions trou 
noir des differentes theories des cordes. Un exemple de trous noirs a plus de quatre 
dimensions est fourni par la solution de Tangherlini [U] 



ds' = -{l-^]dt'+fl~^^) dr' + r'dQl_,. (5.1) 



Cette solution est la generalisation de la solution de Schwarzschild pour la Relativite 
Generale sans source a D dimensions. 

Cependant I'existence de dimensions supplementaires fait apparaitre un autre type d'ob- 
jet noir : les p-branes noires qui sont des objets etendus a p dimensions d'espace (la 
1-brane etant une corde) entoures par un horizon. Par exemple, la solution 

ds^ = -fl- de+(l- —\ ' dr' + r'dQl + dx'dx,, (5.2) 



qui est le produit de la solution de Schwarzschild a quatre dimensions et d'un objet 
etendu a D — A dimensions, represente une (D — 4)-brane entouree d'un horizon. D'autres 
solutions trou noir et p-branes noires ont ete construites dans les references jT3 El • 



5.2 Presentation de la theorie 

Dans la suite, nous allons chercher des solutions decrivant des p-branes noires de la 
theorie definie par Taction : 

S = I d^xV^ {r - \d,<pd>^<P - ^ e"* Ffj) (5.3) 

qui decrit la gravitation a D dimensions couplee a un champ scalaire (f) (le dilaton) 
et a une g-forme F = dA. Les solutions obtenues dans cette theorie peuvent avoir 
de nombreuses applications. En effet, cette theorie, suivant les valeurs de a et g pent 
representer, par exemple, une partie du secteur bosonique de la supergravite {D = 11, 
g = 4 et a = 0) ou bien Faction effective a basse energie des differentes theories des 
cordes |15|. D'autre part, dans le cas D = 4 et q = 2, ()5.3|) se reduit (moyennant le 
remplacement — >■ —20) a Faction de EMD ()2.1|) . 

Contrairement a Faction de EMD (2.1), Faction (5.3) n'est pas invariante sous la 
tranformation de dualite (nommee S-dualite) (sauf dans le cas on d = d, auquel cas les 
formes F et F ont le meme rang) : 

(g^,, 0, F,,) (g^, = g^,, = -0, F = e'^<^ * F) (5.4) 
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oil la {D — g)-forme *F est le dual de la g-forme F : 

1 



-.fJ-l-.-HD-q-'-tJ-D , 



^'■D-q+l■■■^J■D 



(5.5) 



avec e le tenseur totalement antisymetrique^ . Cette transformation fait passer d'une 
theorie oil F est une g-forme a la tlieorie duale oii F est une {D — g)-forme. 

Remarquons que, de maniere similaire au cas de la theorie d'Einstein-Maxwell dila- 
tonique, nous pouvons librement effectuer une translation de accompagnee d'un cliange- 
ment d'echelle de F 

+ 00, F^ Q-^'t'o^p (5.6) 

sans que Taction ()5.3|) en soit modifiee. 

En variant Taction par rapport a g^^^ et 0, nous obtenons les equations du 
mouvement associees : 



fia2-aq-ru g(Z} — 2) '"^^ 



0, (5.7) 



9^ (v^e'^'^F'^^2-^') = 0, (5.8) 
l=9,(v/^9»--^e'^^4] = 0. (5.9) 



5.3 Resolution des equations du mouvement 

Nous allons chercher des solutions de la tlieorie ()5.3|) en resolvant les equations du 
mouvement correspondantes ()5.7|) - ()5.9|) . Nous donnerons seulement les grandes etapes 
de cette resolution. Plus de details seront donnes dans un article en preparation (voir 
aussi [TT)]). 

Nous souhaitons obtenir des solutions statiques decrivant des p-branes done des 
objets etendus dans p dimensions avec un volume d'univers kd = p + 1 dimensions. Nous 
allons done resoudre les equations (j5.7j) - (j5.9p en utilisant Tansatz metrique suivant : 

ds^ = -e^^dt^ + e2^(rfx? + ■ ■ ■ + dxD + e^^ rfS^ , + e^^dp^ (5.10) 

oil les fonctions A, B, C et D ne dependant que de p et 

{dip^ + sinh^ ijj rfr^l, cr = -1, 

dij^ + ij^dn}, a = 0, (5.11) 

dip"^ + sin^ V a = +1. 

ou d = q — 1. Le cas cr = 1 est le cas a symetrie splierique oil S est une g-sphere. 
Les solutions avec cr = (S est un hyperplan de dimension g) et a = —1 (S est un 

^La convention adoptee pour le symbole antisymetrique est gi - C^-i)* = i 
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espace hyperbolique de dimension q) sont appelees solutions topologiques. La dimension 
de I'espace-temps est D = p + q + 2 = d + d + 2. 

L 'equation du mouvement pour la g-forme F ()5.8|) est trivialement resolue en posant : 

F[,] = 6vol(S,-^,J, (5.12) 

ce qui correspond a une solution du type "magnetique" oil le parametre b est relie a la 
charge "magnetique" et vo^S^ o-) est le volume de E^ o- : 

vol(E,,,) = ^ dx^"' A ... A dx^"" . (5. 13) 

La version electrique pent bien siir etre obtenue a I'aide de la transformation de dualite 

En utilisant I'ansatz ()5.10|) . les composantes du tenseur de Ricci sont : 

R,, = e^''-^^[B" + B'{B'-A' + qC' + pD')], (5.14) 

R^^ = e2^-2^[-D"-D'(fi'- A' + gC'+pD')], (5.15) 
R^^ = -B" - B'{B' - A)~q{C" + C'^ ~ AC) 

~p{D" + D'^ -A'D'), (5.16) 

Rab = {-e-'''-^^[C" + C'{B'-A' + qC' + pD')]+ad}gab- (5-17) 

Nous voyons alors que pour resoudre I'equation d'Einstein (|5.7|) et I'equation du 
dilaton ()5.9p . il est commode de se placer dans la jauge 

A-B-qC-pD = 0. (5.18) 

Les equations (|5.7|) et (j5.9|) donnent quatre equations pour les fonctions B, C, D et (j), 

<!>" = ^e" (5.22) 

plus une contrainte, 

-{B' + qC + pD'f + + qC'^ + pD'^ + -0'^ = - ad{d + l)e2(^-^) (5.23) 
avec 

G = a(t) + 2B + 2{d-l)D. (5.24) 
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Ce systeme d'equations admet pour solution jTH] 

d 



on 



et 



B 
D 
C 
A 



A(D-2) 
d 



A{D-2 

2d A{D-2) 



{G - gip - ^o) , 
(G - gip - go) + dip + do, 
G + Cip + Co, 



:i + d) 

2d 



H 



d 



A{D-2] 



G + cip + Co, 



-G + fip + /o. 



G 



H 



In 



a 

A62 



In 



a 



sinh {-{p-po] 



2\nP/2d-\n {smh^[P{p - pi)/2]) , 
±/5(p-pi), 

2 In p/2d - In {cosh^[p{p - pi)/2]) 



a = l, 
a = 0, 
a = -1, 



A 



Co,i = -r 



2dd 
D-2 

d [d — l)a 

\i - 



A\D-2 

_ 2d 

Jo,i — — Co 1 
a 

9o,i = «0o,i + 2(rf - 1)^0,1- 



d 



do,: 



La contrainte ()5.23|) s'ecrit alors : 



{d+l)(3^ «2 



dd 



Ad 



2A A{D - 2) 



. 2a(d-l] 



Hdi 



d-l 



A{D-2)d 



A 



-J a\D - 2){D - 3) + 2d^ c/? = 0. 



(5.25) 

(5.26) 
(5.27) 

(5.28) 
(5.29) 

(5.30) 
(5.31) 



(5.32) 
(5.33) 

(5.34) 
(5.35) 



(5.36) 



La solution depend de neuf parametres 6, do, di, 0o, 0i, Po? Pi? et (3 ce qui laisse huit 
parametres independants en tenant compte de la contrainte (j5.36|) . 

Nous pouvons cependant fixer certains de ces parametres. Tout d'abord, nous pou- 
vons effectuer une translation de p sans changer la signification physique de la metrique. 
Ceci nous permet de fixer pi, 

pi = 0. (5.37) 
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Les fonctions G ()5.30|) et H fj5.3H) ne dependent pas du signe de p. En effet, nous pouvons 
passer de p positif a p negatif en changeant a et /3 en —a et — /?. Nous choisissons a et 
(3 positif. Lorsque p tend vers I'infini, le comportement asymptotique de G et if est 

G ~ -ap, H ~ -(3p (5.38) 

et B tend vers 

Or, nous sommes interesses par une solution possedant un horizon, c'est-a-dire un zero 
de gtt- Nous voyons que gu = e^^ s'annule en p — > oo lorsque 

a + gi>0. (5.40) 

De plus, cet horizon doit etre regulier (les invariants de courbure doivent etre finis) si 
nous voulons que la solution decrive un trou noir et non une singularite nue. Une con- 
dition suffisante pour que I'horizon soit regulier est que D et (p soient finis sur I'horizon. 
Lorsque p tend vers I'infini, nous avons 

(p ~ -^ar + /ir. (5.42) 

Nous voyons que D et (f) sont finis sur I'horizon si les coefficients de r dans D et (p sont 
nuls, ce qui impose les deux relations suivantes 

« = -/i (5.43) 

a 

En translatant p et en imposant que I'horizon soit regulier, nous avons done fixe trois 
nouveaux parametres ce qui laisse cinq parametres libres. Mais nous pouvons encore 
changer I'echelle de p, t et x sans changer la signification physique de la metrique ce qui 
nous permet de fixer deux autres parametres 

dQ = 0, di = 1. (5.45) 

En combinant toutes les conditions precedentes ()5.37|) . ()5.43p - ()5.44|) . ()5.45|) et la con- 
trainte ()5.23|) . nous avons 

2a a A(D-2) 

a = /? = 2, h = -r. <Pi = -~, gi= \~ ^ -2, c, = — (5.46) 
A d a Ad 

et il ne reste que trois parametres libres po, cq et b. Les solutions du systeme ()5.19p - ()5.23p . 
suivant les valeurs de a, qui admettent un horizon regulier sont 
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(7 = 1: 



/ pP \ A{D-2) 

ds' = -— -] (-e-^Pdt' + dxl + ... + dxl) 

V2sinh(p - po)/ ^ 



2 4d 



(7 = -1 : 



/ pP \ A(D-2) 

^ \ f_^-2p^t' + dxi + ... + dxl) 

\2smli(p-po)/ 

2 4d 

V f^V f,.^ , I , (5.48) 



2coslipy \ J \ d^cosh^p 



(7 = et = -/3p : 



/ pP \ A{D-2) 

d.^ = -— ^ -A {-e-'m^ + dxl + ... + dxl) 

V2sinli(p - Po)/ 

. cr = et ii" = /3p : 

X ■td 

/ gP \ A(D-2) 

c^s^ = TT^-TT N (-e-^'^dt^ + do;^ + . . . + dxl) 

V2smh(p-po)y 

+p2 (2 sinh(p - po))M^ e'^^^ {dE^ + e'^^dp^) , (5.50) 



id r) A+g 

P-Po))^ 
ou nous avons introduit /j, defini par 

In M = c„ + ^, In 2 - 1. k d - In . (5.61) 

L 'expression du dilaton est la meme quelque soit a : 



-"'-AP^" Usinh(p-po) j- ^^-^2) 

5.4 La solution non asymptotiquement plate a symetrie 
spherique (a = 1) 

Dans cette section, nous allons nous interesser plus particulierement a la solution 
avec cr — 1, c'est-a-dire lorsque est une sphere de dimensions q. La solution depend 
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de trois parametres b, /i et po- Le systeme de coordonnees utilise jusqu'ici etant peu 
intuitif (I'infini etant "situe" en p = et I'horizon en p — ^ oo), nous allons utiliser un 
autre systeme de coordonnees : 

e^P = (5.53) 
r — p 

oil r = p (r > p) est I'horizon et r = oo correspond a I'infini. Dans ce nouveau systeme 
de coordonnees et en posant, 

(5.54) 



,2po _ ^0 



p - ro 



avec < rg < p, gu s'ecrit : 



_ / ro(p-ro)r^ \ ^ _ ^ 

l[(p-2ro)r + ropF; r " ^^'^^^ 

En particulier, nous remarquons que dans le cas general (p ^ 2ro), gu tend vers une 
valeur finie lorsque r tend vers I'infini. La solution correspondante est done asympto- 
tiquement plate et nous pouvons verifier que cette solution est identique a celle donnee 
par Horowitz et Strominger [T31II1I. Par contre, dans le cas particulier p = 2ro, gu di- 
verge lorsque r tend vers I'infini. La solution correspondante est non asymptotiquement 
plate et a ete donnee par [T7j dans le cas p = {d = 1). Dans la suite, nous allons nous 
interesser uniquement a la solution a symetrie spherique non asymptotiquement plate 
(cr = 1 et p = 2ro). 

Dans le nouveau systeme de coordonnees (j5.53|) et pour tq = p/2, la solution non 
asymptotiquement plate a symetrie spherique s'ecrit : 



ds^ = ( - ) — ^dt^ + dxl + . . . + dxl 



. _2 



,2 ■ - 



AA^ - f r\ A 

= TI^/^'' - ^ F,^.....=h^9 (5.57) 



et depend de deux parametres p et h. 



5.5 Le formalisme quasilocal 

Nous pouvons maintenant appliquer le formalisme quasilocal aux solutions trouvees 
precedemment afin de calculer leur masse et leur moment angulaire. La derivation des 
formules pour I'energie quasilocale et le moment angulaire quasilocal est tres similaire 
a celle exposee dans les chapitres precedents, avec cependant quelques differences. 
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Le point de depart est Faction ()5.3p a laquelle nous ajoutons le terme de surface 
habituel 

S = j d^x^ (^R - ]^d^(t)d^'(t) - ^ e"-^ Ff^^ + 2 j xVhd^-^x. (5.58) 

M dM 

oil K est la courbure extrinseque de la frontiere 9m de Tespace-temps M qui est cette 
fois-ci une hypersurface k D — 1 dimensions. 

Les moments conjugues de (p, hij et Ai-^,,,i^_-^ sont 

= -^5V, p'^ = Vh{h'^K-K'^), (5.59) 
nn-Vi = _^^a4>pOh...i,^^ ^ -^E'^-'^-K (5.60) 

Nous obtenons pour le Hamiltonien de la theorie 

St SI 

+ (g -I) j NV^Aoi„„i^_,E^'^-'''-'njd''-^x (5.61) 
avec les contraintes 

= -(g-l)5,nJ'^'-Vi. (5.64) 

L'hypersurface 5'[ est constituee du produit de I'espace T,k,o- et de la p-brane. 

Nous en deduisons done les formules suivantes pour I'energie et le moment angulaire : 

E = 2 j ^ (^N{k - ko) + ^^^-^'- ^ d'^-^x 

Si 

+ {q -I) j Ao.,....,_,(ff^--^'- - nf ■■'-^)n,ci^-2^ (5.65) 



= -2 y 'h^^d^'-^x - (g - 1) y ^--^-^n.-d^-^x. (5.66) 
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Appliquons ces formules a la solution ()5.56|) - ()5.57|) . Comme precedemment, pour 
obtenir un resultat fini, il faut retrancher la contribution d'une solution de fond. Le 
candidat naturel est le fond charge (/z = 0). Cependant nous voyons que Ton ne pent 
pas prendre /i = dans cette metrique. Introduisons un syteme de coordonnees plus 
adapte. Posons 



/i = 6A{D-2)cAd, 

accompagne d'un changement d'echelle de t et de a; 



r = —r 

c 



(5.67) 



2d 

■ A(D-2) 



La solution ()5.56|) - ()5.57|) devient : 

id Add 
_|_5a{D-2)^ A(D~2) 



2d 

' A{D-2) 



X. 



(5.68) 



_ id 4d^ 
^ A{D-2) ^ A{D-2) 



- ( 1 ^ ) c?)!:^ + rfxf + 



+ dxi 



dr"^ 



"a [ ~b 



1 - 



(5.69) 
(5.70) 



oil nous avons renomme f en r. La solution de fond est maintenant ds'^{c = 0). C'est 
une solution statique done son moment angulaire est nul et A^* = 0. De plus, elle est 
du type "magnetique" c'est-a-dire v4oi2...ig_i = 0. Le calcul de sa masse en utilisant la 
formule ()5.65|) donne 



M 



{l+d)a^ 2(f{d-l) 



vol(p-brane) I A A(L' - 2) 

Cette masse est toujours positive puisque > 1, A > et -D > 2. 



C V01(Sa:,<x)- 



(5.71) 



5.6 Generation de branes noires en rotation 

Dans le chapitre 3 (section 1), nous avons remarque que Taction de EMD, dans le 
cas a = \/3, est la reduction de la Relativite Generale sans source a cinq dimensions. 
De meme, pour une certaine valeur de la constante de couplage du dilaton, Taction a D 
dimensions fj5.3|) pent etre obtenue par reduction dimensionnelle de la theorie d'Einstein 
a D + 1 dimensions : 

S = I y^iRo+id^'+'x. (5.72) 
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Pour reduire Taction de la Relativite Generale k D + 1 dimensions, nous supposons que 
la metrique gj^J^^ possede un vecteur de Killing de genre espace. La metrique pent 
alors etre mise sous la forme : 

dsl_,, = e-'^^dsl + e2(^-2)^^(rfa;^+^ + A.dx^f (5.73) 

oil 0, et ds^j sont independants de la coordonnee x^'^^ et c est une constante que nous 
fixerons plus loin. En utilisant ()5.73|1 . la courbure scalaire Rd+i pent etre decomposee 
en fonction de la courbure scalaire a D dimensions Rd, d'un champ scalaire et d'une 
2-forme F = dA : 

V^i?D+i = V9b(^Rd-{D- 1){D - 2)c\d<P)' - le'^D-i)c^F' + 2cVV) (5-74) 
L 'action ()5.72|) devient alors 

S = j T^rf^x (^Rd -{D-l){D- 2)c\d<pf - \Q^iD-i)c<t>p2\^ (5 75) 



oil nous reconnaissons Taction ()5.3p dans le cas g = 2 et a = oq = \/2jr:^ : 



(5.76) 



avec la normalisation c = , 

^2(D-l)(D-2) 

L 'action ()5.3|1 pent done etre obtenue par reduction dimensionnelle de la gravitation 
sans source k D + 1 dimensions dans le cas oii F est une 2-forme et pour une valeur 
particuliere Qq de la constante de couplage a. 

Dans ce cas particulier, la solution ()5.56|) - ()5.57|) s'ecrit {d=l,A = 4:etd = D — 3) 

1 

ir' \ D — 2 / II 



ds^ = [ - j -dr + dxi + ... + dxjj_^ 



\ / , 9 

.2 / r^""-^ f,^2 dr' 



D-l 



e"''^ = ^[j^j > F = bsm9de Adip. (5.7S 

EUe decrit une {D — 4)-brane noire chargee magnetiquement. 
En utilisant (j5.73j) et en posant 



dx^+^ = b7], v = A ^ (5.80) 
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nous obtenons facilement la metrique k D + 1 dimensions qui lui est associee 

^1 



1 _ _ + 1 



dR'' + WdVtl + dyi + ... + dy, 



(5.81) 



De maniere non surprenante, il se passe la meme chose que dans le cas de la theorie 
d'Einstein-Maxwell dilatonique avec a = Vs. Le partenaire k D + 1 dimensions est le 
produit de la metrique de Myers et Perry a cinq dimensions statique (la solution de 
Tangherlini) [SJ IH] par un espace euclidien de dimension p. En poursuivant I'analogie 
avec le cas D = 4 et a = V3, nous pouvons obtenir des branes noires dyoniques en 
rotation en reduisant (par rapport au vecteur de Killing = ((9^^ — 9<^_)/(2ro)) la 
metrique k D + 1 dimensions obtenue en multipliant la metrique de Myers et Perry 
generale (j3.37p par un espace euclidien k p = D — 4 dimensions. En suivant la meme 
procedure que dans le chapitre 3 (section 1) pour reduire la metrique de Myers et Perry, 
nous obtenons la solution suivante : 

2 



dsjj 



A = 



2A 



tut 



(A + br) cos 9 



u dip] + n 



+ 



A sin' e 



b/36 
2^ 



dyl) 



2ro 



dip 



d^' 



(5.82) 



(6 - (3cose)dt 

2ro 



A 

n 



(5.83) 
(5.84) 



oil les fonctions /, 11, A, A et u sont definies par (jSH 



5.7 Trous noirs multi-dimensionnels 



Nous avons obtenu, dans la section precedente, des solutions decrivant des branes 
noires dyoniques en rotation non asymptotiquement plates. Pour obtenir des solutions 
decrivant des trous noirs multi-dimensionnels, nous allons prendre comme point de 
depart Taction ()5.76p et nous allons dualiser la 2-forme F : 

e''°^F = -i.H (5.85) 

ce qui donne 



~2ao<l>jj2 



(5.86) 



{D-2)\ 

Les equations d'Einstein ()5.7|) et I'equation du dilaton ()5.9p deviennent {qo = D — 2) 



2(go 



1 ! 



TT TT a2-aqQ 'lO ^ 



1 



:d,{^gd^cf) + ^e-^-^H^ 



2 go! 



0,(5.87) 
0.(5.88) 
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alors que I'equation de la g-forme F est trivialement satisfaite. L'equation pour la go- 
forme H provient de I'identite de Bianchi 

d^. (v^e~'''"^i/^''2-'''o) = 0. (5.89) 

Ces equations derivent de Taction 



(5.90) 



Remarquons que cette action differe de celle obtenue en remplagant simplement F par 
son expression ()5.86|) THl IT^ (le signe devant le terme proportionnel a H est different) 



(5,91) 



Dans ce cas particulier la solution ()5.56|) - ()5.57|) devient {d = 1, d = D — ?>, /\ = A) 

e-«* = (D- Sf^^-^ i^-j , i^a.....(,_,) = &v^. (5.93) 

et decrit un trou noir statique charge magnet iquement. 

Quel est le partenaire k D + 1 dimensions de cette solution ? Tout d'abord utilisons 
()5.85|) pour calculer la 2-forme F. Nous obtenons 

^ = -^^e-«'^6V^. (5.94) 



(z;-2)!y^ 

ce qui donne pour F 



qui derive du potentiel 



F = {-ifP-^jjD-i^r A dt (5.95) 



A = (-l)^^^^/i^-^(r-/x)cit (5.96) 



En utilisant (j5.92|) - (|5.93p et (|5.96p dans (|5.73p . nous obtenons la metrique k D + 1 
dimensions suivante 

dsl^^ = drf - (l - {dr - dr]f + (l - ' dR'+E'dQ^ (5.97) 
oil nous avons introduit 



(5.98) 
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/D-3\o-^ D-3 A f b \ g (0-3)(D-2) 

Nous reconnaissons la solution de Tangherlini (Myers et Perry statique) a D dimensions 
13 El plongee dans D + 1 dimensions et "twistee" c'est-a-dire oil nous avons pose 

t = T-ri. (5.100) 

Done, en reduisant la metrique de Myers et Perry generale (avec les moments angu- 
laires non nuls) plongee dans -D + 1 dimensions et "twistee" , puis en dualisant la 2-forme 
F, nous devrions obtenir une solution generalisant la solution (j5.92p - (|5.93p . 
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Chapitre 6 



Trous noirs en Gravitation 
Topologiquement Massive 



Dans ce chapitre, nous allons construire et etudier une famille de solutions decrivant 
des trous noirs dans une theorie a trois dimensions, qui est une extension de la Relativite 
Generale. 

II pent sembler etrange de s'interesser a une theorie a trois dimensions alors que la 
recherche d'une theorie englobant toutes les interactions fondamentales conduit plutot 
a supposer I'existence d'un certain nombre de dimensions supplementaires. Pourtant, en 
general, il est habituel de commencer par I'etude de modeles simples. Puis, a la lumiere 
de ce qui a ete appris precedemment, la theorie complete est examinee. 

Cependant, la Relativite Generale a trois dimensions (RG3) est une theorie triviale. 
En effet, a trois dimensions, les composantes du tenseur de Riemann R'^upa sont des 
combinaisons hneaires des composantes du tenseur d'Einstein = — gfj,uR- Or, 
pour toute solution de la Relativite Generale, les composantes du tenseur d'Einstein sont 
nulles, G^i, = 0, ce qui implique que toute solution de RG3 est plate {W^upa = 0). De 
plus, RG3 ne contient aucun degre de liberte dynamique (pas d'onde gravitationnelle). 
Done pour que le modele a 2 + 1 dimensions ait un interet, il faut considerer une theorie 
plus generale que RG3. Pour cela, nous ajoutons a Taction de RG3 un terme de Chern- 
Simons [i,, terme que Ton trouve aussi dans Taction de la supergravite, par exemple. 



6.1 La Gravitation Topologiquement Massive 



En 1982, Deser, Jackiw et Templeton ont introduit la Gravitation Topologique- 
ment Massive (GTM) qui generalise RG3 en lui ajoutant un terme dit de Chern-Simons. 
L 'action de cette theorie est 



5* 



1 



16nG 



(Tx 



\g\R + —e^^^Vl^ 
lyi ^'^ 



(6.1) 



oil R est le scalaire de Ricci a trois dimensions, g le determinant de la metrique g^^, e le 
symbole totalement antisymetrique a trois dimensions, F^^, les symboles de Christoffel, 
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G la constante de Newton et /i la constante de couplage du terme de Cliern- Simons. 
Le terme de Chern-Simons est aussi appele terme topologique car il ne depend pas 
explicitement de la metrique. D'autre part, I'ajout de ce terme fait apparaitre un degre 
de liberte dynamique : une particule de spin 2 et de masse /x. Dans la limite fj, ^ oo, cette 
particule devient infiniment massive et se decouple, les equations de GTM se reduisant 
a celles la tlieorie d'Einstein a trois dimensions. 

En variant Taction par rapport a Qfj,^, nous obtenons I'equation du mouvement suivante 

+ -C^ = (6.2) 

ou 

C\ = ■^e^^'^^V^iR^p - -a,pR) (6.3) 

est appele le tenseur de Cotton. Nous voyons aisement que sa trace ^ est nulle, ce 
qui conduit en prenant la trace de ()6.2j) a = 0. Done, pour toute solution de GTM, 
la courbure scalaire est nulle. 

Les auteurs de [2] ont montre que, pour un espace asymptotiquement plat, I'energie 
est positive a condition de prendre le "mauvais" signe pour le terme d'Einstein dans 
Paction ()6.1|) . c'est-a-dire prendre G negatif. De meme, en etudiant la tlieorie linearisee 
autour de la metrique de Minkowski, ils ont montre que cette tlieorie decrivait la propa- 
gation d'une particule de masse et de spin 2 avec un Hamiltonien defini positivement 
a condition de prendre a nouveau G negatif. 

De nombreuses solutions de GTM ont ete derivees [3 IH El El • Signalons en 
particulier la solution de Vuorio jlj, telle que gu est constant. 



di — (2 cosh a + u))d(p 



+ c/a^ + sinh V (6.4) 



Nous avons ecrit cette solution dans un systeme de coordonnees tel que /i = 3 et nous 
avons reintroduit la constante d'integration, tD, que Vuorio avait prise egale a —2. Cette 
solution presente I'interet d'admettre le groupe d'isometrie SL{2,R) x U{1). De plus, 
c'est la seule solution (en I'absence de constante cosmologique) a admettre un horizon 
des evenements (voir ^[7\ pour les solutions avec constante cosmologique). Cependant, 
cette solution ne decrit pas un "bon" trou noir comme nous allons le voir dans la section 
suivante. 



6.2 Une famille de trous noirs 

Pour mettre en evidence les horizons de la solution de Vuorio |4j, posons 

p = Po cosher, (6.5) 

avec Po > 0. La metrique devient 

ds^ = '-^dP + ^ - ( # + ^-P±^di\ ' (6.6) 
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ou 

r- = ^ + ^+^^ + l. (6.7) 
Po Po 

Les horizons sont situes en (zero de p.l7|) ) 

P = ±Po. (6.8) 

Nous voyons que g(p^ s'annule lorsque 

P = Pc± = y(-2cD± V^^). (6.9) 

Done g(p(p est toujours negatif lorsque o)^ < 3 et est negatif pour p < pc„ et p > pc+ 
lorsque oj^ > 3. Or, lorsque g^^ est negatif, le vecteur de Killing est du genre temps. 
La coordonnee angulaire (f etant periodique, les orbites de sont alors des courbes 
fermees du genre temps. Done la solution de Vuorio decrit un trou noir avec des courbes 
fermees de genre temps situees, en particulier, a I'exterieur de I'horizon des evenements 
p = Pq. Les violations de causalite provoquees par ces courbes fermees de genre temps 
sont done "visibles" puisque situees a I'exterieur de I'horizon. La solution de Vuorio 
n'est done pas une solution trou noir acceptable. 

Cependant, en effectuant une continuation analytique, 

i = iV3t, (f = i{po/ V3)(f, (6.10) 

de la metrique de Vuorio, nous pouvons eliminer une partie des singularites causales. 
Nous obtenons alors une solution a deux parametres {u et po) decrivant des trous noirs 
acceptables 



i,.^_!^,t^^-;^f^ + r^(d^-^->^dtX (6.11) 



avec 



= p2 + 4cjp + 3cj2 + p2/3 (6.12) 
oil nous avons pose u = poto/S. Cette solution possede toujours deux horizons situes en 



p± = ±po. (6.13) 

La metrique n'est pas asymptotiquement plate mais est depourvue de singularite de 
courbure. En effet, nous avons signale plus haut que pour toute solution de GTM, la 
courbure scalaire est nuUe. Les autres invariants de courbure Rn^R^^^ et R^yx^R^"^" 

R^,R^^ = Q, R^.xaR^"^'' = 2A (6.14) 

sont constants. 

Pour interpeter physiquement la solution ()6.1H) . il faut distinguer plusieurs cas en 
fonction des valeurs des deux parametres et po. Les diagrammes de Penrose corre- 
spondants sont donnes dans la figure 6.1. 
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Dans le cas general uj ^ ±2po/3, ()6.1H) decrit un trou noir avec deux horizons. Son 
diagramme de Penrose est similaire a celui de la metrique de Kerr (voir fig. 6.1). Cepen- 
dant, la continuation analytique ()6.1U|) n'a pas totalement supprime les courbes fermees 
de genre temps. En effet, g^^p est negatif lorsque pc- < P < Pc+ avec 



p,± = -2^±ya;2-^. (6.15) 

Done, lorsque < Po/3, ()6.11|1 est depourvue de courbes fermees de genre temps alors 
que pour u;^ > Po/3, ()6.1H) contient des courbes fermees de genre temps. De plus, 
lorsque > p^/S et u < 0, il est facile de voir que pc+ > Pc- > p+ et done que les 
courbes fermees de genre temps sont situees a I'exterieur de I'horizon. La presence de 
courbes fermees de genre temps "visibles" par un observateur nous conduit a rejeter 
cette solution. Au contraire, lorsque tu^ > pg/3 et > 0, on a pc- < Pc+ < P- done 
les courbes fermees de genre temps sont cachees derriere I'horizon interieur (p_) et, par 
consequent, invisibles pour un observateur. Dans ce cas ()6.1H) est done une solution trou 
noir acceptable. 

Lorsque po = 0, les deux horizons p± coincident en p = 0. ()6.11|) decrit un trou noir 
extreme et le diagramme de Penrose est similaire a celui de la metrique de Kerr extreme. 
Encore une fois, lorsque a; > 0, les courbes fermees de genre temps sont cachees derriere 
I'horizon et, lorsque u < 0, les courbes fermees de genre temps sont situees a I'exterieur 
de I'horizon. Les seuls trous noirs extremes acceptables sont done ceux pour lesquels 
iu>0. 

Examinons maintenant le cas particulier = Lorsque u est negatif les courbes 

fermees de genre temps sont situees a I'exterieur de I'horizon et done la solution corre- 
spondante doit etre rejetee. Dans le cas co = ()6.11|1 devient 

ds' = dt' + -4^2 + (P + 5po/3)(p + po) U - ^^V- (6.16) 

p + 5po/3 P^-Po V P + ^Po/5J 

Cette solution possede un horizon en p = po et les courbes fermees de genre temps sont 
situees dans la zone — 5po/3 < p < — po. En essayant de construire le diagramme de 
Penrose de cette solution, nous voyons que les geodesiques sont prolongeables a travers 
I'horizon mais nous rencontrons un probleme en p = — po- En effet, au voisinage de 
p = — Po, (j6.16|) devient 

ds' - Ue - f + ^(P + Po)#^ (6.17) 
2po(p + Po) 3 

oil nous avons pose (p = (p — St. Nous voyons que la continuation analytique est 
problematique dans le secteur (p, 0). En effet, la variable est une variable periodique, 
done la continuation analytique au-dela de I'hypersurface p = — po va entrainer I'i- 
dentification de points de I'espace-temps les uns avec les autres. Nous ne savons pas 
comment continuer la metrique ni comment construire le diagramme de Penrose dans 
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Fig. 6.1 - Representation des diagrammes de Penrose de (jHHH), excepte pour le cas 
uj = po = pour lequel on ne pent pas construire un tel diagramme. Les zones hachurees 
indiquent la presence de courbes fermees de genre temps. Enfin, signalons que dans le 
cas ui = \a double ligne n'est pas une singularite de courbure (voir texte). 
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une telle situation. Par consequent, nous considerons p = —po comme une singularite 
de la metrique. 

Enfin, lorsque u = et po = 0, la metrique s'ecrit 

ds^ = -dt' + ^ + p^(d^- -dt] ' . (6.18) 

\ P J 

Pour construire le diagramme de Penrose, les coordonnees angulaires sont negligees. 
Dans le cas d'un trou noir en rotation, on se place dans le repere tournant avec le trou 
noir afin d'eliminer le terme croise dtdip (en posant dCp = [dip — udt)). La coordonnee 
angulaire (p est alors negligee et Ton se concentre sur la partie (t, p). Or, ici, nous voyons 
que nous ne pouvons pas le faire car, lorsque p ^ 0, la vitesse angulaire oj diverge et nous 
ne pouvons pas introduire une nouvelle coordonnee (p. Done, dans le cas u; = po = 0, 
nous ne pouvons pas construire le diagramme de Penrose. 

En effectuant une continuation analytique de la solution de Vuorio, nous avons obtenu 
une solution a deux parametres qui, pour certaines valeurs de ces parametres, decrit des 
trous noirs acceptables oil les singularites causales ont ete rejetees derriere I'horizon. 
Notons que la metrique de Kerr possede, elle aussi, des courbes fermees de genre temps 
cachees derriere I'horizon, pres de I'anneau singulier. Cette situation n'est done pas 
unique. 

Cependant, I'espace-temps decrit par ()6.11|) est quelque pen special. En effet, gu est 
positif, ce qui implique que la norme du vecteur de Killing C, = dt est positive (|(^p = gu) 
et done que dt est du genre espace. L'espace-temps n'est done pas statique et il ne pent 
exister d'observateur au repos. L'absence d'observateur statique n'est pas inhabituelle. 
En effet, reprenons I'exemple de la metrique de Kerr 

ds^ = {dt - codipf + j:(— + de^ + — ^ V ^g^^g) 

h \ A A — a"' sm 6 J 

avec 

A = r2-2Mr + a2, E = + (acos^)^ u = -2 ^ . (6.20) 

A — sin 9 

II existe une zone appelee ergosphere (voir fig. 6.2) 

rh<r <re avec = M + y/M^ - a^, = M + y/M^ - cos^ Q (6.21) 

comprise entre I'horizon (pole de g^y) et (zero de gtt) oii gtt est positif. Dans cette 
zone, il ne pent exister d'observateur statique puisque le vecteur de Killing dt est du 
genre espace. Mais il pent exister des observateurs stationnaires, se deplagant avec la 
vitesse angulaire f2, lorsque le vecteur de Killing x = 9t + fi9<^ est de genre temps, 
c'est-a-dire lorsque x-X = 9tt + '^^Qtip + ^"^gipip est negatif. 

La difference avec la metrique de Kerr est qu'ici gtt est positif de I'horizon a I'infini 
et done I'ergosphere s'etend de I'horizon a I'infini. II n'existe aucun endroit permettant 
I'existence d'observateur statique. Mais, comme dans le cas de la metrique de Kerr, il 
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ergosphere 




horizon 



Fig. 6.2 - Representation de I'ergosphere de la metrique de Kerr. L'axe de rotation du 
trou noir est dans le plan de la figure. 



pent exister des observateurs stationnaires, se deplagant avec la vitesse angulaire fl le 
long des orbites du vecteur de Killing x = dt + fld^^ lorsque celui-ci est de genre temps, 
c'est-a-dire lorsque 



2p + 3^- y/p^-pg ^^^^ ^ 2p + 3a; + Vp^-pg 



(6.22) 



6.3 Masse, moment angulaire et thermodynamique 

Dans la section 1.3, nous avons vu que la variation de Taction d'Einstein-Hilbert 



(6.23) 



SS = /(eqs du mouveme„t)^9- vl^rf'x + terme de surface(i9-. SD 



ne conduisait aux equations d'Einstein que si Ton pouvait imposer a la fois des conditions 
aux limites du type de Dirichlet {Sg^''' = 0) et du type de Neumann {6g'^'^ = 0), ce qui est 
impossible en general. Nous avons aussi remarque qu'en ajoutant un terme de surface a 
Faction d'Einstein-Hilbert, la contribution propotionnelle a 6g^'^ disparaissait et que le 
principe variationnel etait alors bien defini. En variant Faction 



S = [ RJlild'^x + [ KVhd' 

16nG J J 

M dM 



X 



(6.24) 



et en imposant des conditions aux limites de type Dirichlet, nous obtenions bien les 
equations d'Einstein. 

Dans le cas de GTM le probleme est le meme. En effet, en variant Faction (j6.ip par 
rapport a g^^, nous obtenons (j6.23p . La difference avec la theorie d'Einstein est que le 
terme de Chern-Simons contribue lui aussi au terme de surface et que nous ne savons 
pas, pour I'instant, quel terme de surface ajouter a Faction ()6.H) pour eliminer cette 
contribution. Nous ne pouvons done pas utiliser le formalisme quasilocal pour calculer 
la masse et le moment angulaire de la solution (j6.11|) . 
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Pour calculer la masse et le moment angulaire de la solution ()6.11|) . nous allons 
utiliser la methode introduite dans [10.^ . Nous allons brievement introduire cette methode 
en prenant I'exemple de la Relativite Generale sans source a trois dimensions 

S = J d'x^R,. (6.25) 

La premiere etape consiste a reformuler la theorie, en supposant I'existence de deux 
vecteurs de Killing, en un probleme unidimensionnel en suivant fn\ IT^ . Nous utilisons 
pour la metrique I'ansatz suivant 

ds"^ = Xab{p)dx''dx'' + C\p)R~^{p)dp'^ (6.26) 

oil a, 6 = t, (f. La presence du ( assure I'invariance de cet ansatz sous une reparametrisation 
de p. L'invariance de la partie Xab{p)dx"'dx^ sous les transformations du groupe SL{2, R), 
localement isomorphe au groupe 5*0(2, 1), suggere la parametrisation suivante pour la 
matrice Xab 

L'invariance de Xab se traduit par l'invariance sous les rotations du groupe de Lorentz du 
vecteur X = (T, X, Y) d'un espace cible de Minkowski muni de la metrique tjab = — ++. 
La coordonnee p est choisie telle sorte que = — det(A) = r^yi^X^X^ = —T^+X'^+Y^. 
En utilisant la parametrisation ()6.26|) . Taction ()6.25|) devient 

Nous avons done reformule la theorie d'Einstein a trois dimensions sous la forme d'un 
probleme a une dimension oii toute solution ()6.26p est representee par un point, repere 
par le vecteur X, dans I'espace cible. 

En examinant la variation de (|6.28|) par rapport a une rotation infinitesimale 5X = 

ri AX 

^S = j d^x J dp'^.n (6.29) 
X A X (6.30) 



nous en deduisons la quantite conservee J 

c 



16nG 



appelee super moment angulaire^ Bien que le vecteur J ait trois composantes, il n'y a 
que deux quantites conservees, la troisieme etant associee a la liberte que nous avons 
d'effectuer une rotation infinitesimale Sip = —6Qt dans (j6.26j) [10]. Nous pouvons alors 
montrer jTU] que ces quantites conservees sont reliees a I'energie et au moment angulaire 

E = -2nJ^ (6.31) 
J = 27t{J^ - J^) (6.32) 



^La definition du produit vectoriel etant (U A V)^ = ^bcdU'^V^ avec etxy = 1- 
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de la solution ()6.26p . Dans Particle [TU], il a ete montre que les definitions ()6.3H) et ()6.32|) 
sont compatibles avec les quantites quasilocales obtenues en ajoutant a ()6.25|) des termes 
de surface appropries et pour des conditions aux limites melangeant des conditions aux 
limites de type Dirichlet et de type Neumann. Cette demonstration a ete effectuee pour 
les theories d'Einstein-champ scalaire et d'Einstein-Maxwell. 

Cette methode pent aussi s'appliquer en principe a GTM. 

Le super moment angulaire conserve de GTM s'ecrit (dans le cas C = 1) 13 E] 



1 ^XAX+^ 



167rGV 2/i 



X A (X A X) - 2X A (X A X) 



(6.33) 



Nous admettrons ici que la masse et le moment angulaire des solutions de GTM sont 
encore donnes par les formules ()6.31|1 - ()6.32|1 (avec J donne par ()6.33|1 ). Cette conjecture 
pent etre verifiee dans le cas de la metrique de BTZ qui est solution des equations 
de GTM avec constante cosmologique [TEj. Dans Particle [Hj, les auteurs ont calcule la 
masse et le moment angulaire de la solution de BTZ dans une theorie contenant GTM. 
Or, nous pouvons verifier que les valeurs obtenues dans Particle [13] et celles obtenues 
en appliquant les formules ()6.3H) et ()6.32p sont identiques. 
Le vecteur X de la solution ()6.11|1 est 

/ pV2 + 2wp + 3(o;2 + l)/2 + p2/6 \ 
X= -pV2-2wp-3(cj2- l)/2-p2/6 (6.34) 
\ -2p - 3cu / 

ce qui donne pour la masse et le moment angulaire 

Nous remarquons que la masse Ai n'est pas reliee au rayon de Phorizon comme c'est le 
cas habituellement. D'autre part, nous voyons que et J' s'annulent pour la solution 
representant le vide des trous noirs (po = = 0). 

Verifions maintenant si les trous noirs satisfont a la premiere loi de la thermody- 
namique des trous noirs. Nous pouvons calculer la temperature de ces trous noirs en 
utilisant la formule habituelle 



2vr 



p=ph 



(6.36) 

2tc 2po + 3a; 



Par contre, les lois de la thermodynamique n'ont jamais ete derivees dans le cas de GTM 
done nous ne savons pas quelle est, dans ce cas, la forme de la premiere loi, ni d'ailleurs 
si Pentropie est donnee par la formule habituelle (un quart de Paire de Phorizon du trou 
noir) . 

Nous allons supposer que la premiere loi est de la forme 

dM = TdS + zVthdJ (6.37) 
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Chapitre 6. Trous noirs en Gravitation Topologiquement Massive 



oil z est une constante que nous determinerons plus loin et VL^ est la vitesse angulaire 
de I'horizon 

= ir^-ir ■ (6.38) 

En utilisant cette premiere loi nous pouvons determiner I'entropie S par I'integration de 
la relation 

= T-\ (6.39) 

J 

L'entropie est done donnee par 



dM 



S = -^^{5po + Qu) + f{J) (6.40) 

oil /(JT") est une fonction de J' que nous prendrons egale a zero. Nous voyons alors que 
la solution ()6.11|) satisfait a la premiere loi ()6.37p si z = 1/2. 

Nous avons fait remarquer dans la premiere section que la constante de gravitation G 
doit etre negative pour que GTM soit depourvue de fantomes et que I'energie soit definie 
positive |2]. La masse et l'entropie des trous noirs (j6.1H) seraient done negatives (ce qui 
pose, entre autre, le probleme de I'existence d'un etat de plus basse energie). Signalons 
qu'il en est de meme pour la masse des trous noirs de BTZ consideres comme solutions 
de GTM avec constante cosmologique. Cependant, la condition G negative a ete obtenue 
en linearisant la theorie GTM autour de la solution de Minkowski. Or, nous avons vu 
que, de meme que le vide de BTZ n'est pas I'espace-temps de Anti-deSitter, le vide des 
trous noirs ()6.11|) n'est pas I'espace-temps de Minkowski. Done, avant de conclure que 
la masse et l'entropie des trous noirs ()6.11|) sont negatives, il faudrait refaire une etude 
similaire a celle conduite dans [2], en prenant comme fond non pas Minkowski mais le 
vide {pq = LJ = 0) des trous noirs (j6.1H) . 
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Conclusion 



Tout au long de cette these, nous avons construit et etudie de nouvelles solutions 
trou noir non asymptotiquement plates, dans Ic cadre de theories decrivant la gravitation 
couplee a des champs de matieres et pour des dimensions allant de 3 k D dimensions 
d'espace-temps {D > 2). 

Dans cette these, nous nous sommes interesses a des solutions avec un comportement 
asymptotique atypique. En effet, ces solutions ne sont ni asymptotiquement Minkowski- 
ennes ni asymptotiquement AdS. En etudiant le mouvement geodesique des partic- 
ules dans le champ de gravitation de ces solutions, nous avons vu que I'une des car- 
acteristiques de ces espace-temps non asymptotiquement plats est la presence d'une 
barriere de potentiel reflechissant les geodesiques du genre temps, les empechant d'aller 
jusqu'a I'infini. Un autre aspect inhabituel de ces trous noirs est qu'il sont des excita- 
tions sur un fond charge. En fait, il existe une infinite de fonds charges et sur chaque 
fond pent exister une famille de trous noirs caracterises par une masse et un moment 
angulaire. Done la charge electrique (ou magnetique) est un parametre associe au fond 
sur lesquel les trous noirs se forment, et non aux trous noirs eux-memes. Nous avons 
calcule les masses et les moments angulaires de ces solutions non asymptotiquement 
plates en utilisant I'approche moderne au calcul de I'energie en Relativite Generale, le 
formalisme quasilocal. Pour obtenir un resultat fini, nous avons retranche la contribu- 
tion du fond charge sur lequel les trous noirs existent. Nous avons ensuite verifie que ces 
solutions satisfont a la premiere loi de la thermodynamique des trous noirs si la charge 
n'est pas variee. Nous avons conclu qu'il etait logique de ne pas varier la charge puisque 
celle-ci n'est pas un parametre du trou noir. Cependant, nous avons indique qu'il serait 
interessant d'etudier de maniere plus approfondie la thermodynamique de ces solutions, 
ce qui nous permettrait de valider ou non ce resultat. 

Dans le chapitre 3, nous avons construit de nouvelles solutions de la theorie d' Einstein- 
Maxwell dilatonique, de type electrique ou magnetique, pour une valcur particulicrc de la 
constantc de couplage du dilaton : «^ = 3. En utilisant le lien existant entre cette theorie 
et la theorie d'Einstein a cinq dimensions (la theorie d'Einstein-Maxwell dilatonique est 
la reduction dimensionnelle de la theorie d'Einstein sans source a cinq dimensions par 
rapport a un vecteur de Killing du genre espace), nous avons montre que les versions 
electriques et magnetiques sont des reductions dimensionnelles inhabituelles de solutions 
de la gravitation a cinq dimensions. Les versions magnetiques sont des reductions di- 
mensionnelles de la solution de Myers et Perry, alors que les versions electriques sont 
des reductions dimensionnelles de solutions de Rasheed. 
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Dans le chapitre 4, nous avons construit une nouvelle solution en rotation de la theorie 
d'Einstein-Maxwell dilato-axionique. Cette theorie peut etre obtenue par reduction d'un 
secteur de la theorie d'Einstein sans source a six dimensions. Nous avons montre que 
la version electrique et la version magnetique de la solution en rotation sont toutes les 
deux dcs reductions dimensionnelles de la solution de Myers et Perry a cinq dimensions 
(avec Ics deux moments angulaires egaux) trivialement plongee dans six dimensions. 
Nous avons ensuite etudie les modes d'un champ scalaire dans le champ de gravitation 
de la solution en rotation. Nous avons vu que, suivant les cas, le spectre d'energic est 
continu, semi-discret ou discrct. Lorsque la solution decrit un trou noir en rotation, il 
est bicn connu que le spectre est continu. Cependant, dans ce cas, le trou noir possede 
une ergosphere. 11 peut alors y avoir super-radiance, c'est-a-dire, extraction d'une partie 
de I'energie du trou noir a I'aide d'une onde envoyee sur I'horizon. Or, dans le cas 
de notre solution non asymptotiquement plate, la barriere de potentiel empeche I'onde 
d'atteindre I'infini, et la renvoie sur I'horizon. Les allers et retours effcctucs par I'onde 
entre I'horizon et la barriere de potentiel peuvcnt alors conduirc a une instabilite des 
solutions en rotation. Cependant, ceci est un raisonnement par analogic avec le cas des 
trous noirs asymptotiquement plats ou asymptotiquement AdS. Pour bien comprendre 
ce qui se passe pour les solutions construites dans cette these, il faudrait faire une etude 
plus rigoureuse de la quantification du champ scalaire ct dc la super-radiance, a I'image 
de ce qui a ete fait dans le cas des espaces asymptotiquement plats ou asymptotiquement 
AdS. 

Dans le chapitre 5, nous avons construit des solutions trou noir et branes noires sta- 
tiques d'une theorie a D dimensions d'espace-temps qui generalise la theorie d'Einstein- 
Maxwell dilatoniquc. Pour unc valcur particuliere de la constantc dc couplage du dilaton, 
cette theorie est la reduction dimensionnelle de la theorie d'Einstein sans source k D + 1 
dimensions par rapport a un vecteur de Killing du genre cspace. En utilisant une ap- 
proche similaire a celle utilisee dans le chapitre 3, nous avons montre que nous pouvions 
construire des dyons en rotation pour cette valeur de la constante de couplage. Le tra- 
vail expose dans ce chapitre est une partie d'un travail en cours. Dans la suite, plusieurs 
pistes sont a explorer. Prcmierement, il serait interessant d'examiner si les solutions non 
asymptotiquement plates prcscrvcnt au moins une partie dcs supcrsymetries. D 'autre 
part, des solutions dyons statiques asymptotiquement plates ont ete obtenues pour une 
valeur de la constante de couplage du dilaton differente de celle que nous avons con- 
sideree ici. II serait interessant de construire les solutions non asymptotiquement plates 
correspondantes. 

Dans le chapitre 6, nous avons travaille dans le cadre d'une theorie a 2 + 1 dimensions 
generalisant la theorie d'Einstein sans source par I'ajout d'un terme de Chern-Simons. 
Nous avons construit une famille de trous noirs de cette theorie en prenant comme 
point de depart la solution de Vuorio. La solution de Vuorio possede un horizon mais 
contient des courbes fermees de genre temps a I'exterieur de I'horizon. Cette violation de 
causalite visible fait que la solution de Vuorio ne pcut-etre consideree comme une solution 
trou noir acceptable. Nous avons montre que, en effectuant une continuation analytique 
de cette solution, nous pouvions resoudre cette violation de causahte en rejetant les 
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courbes fermees dc genre temps a I'mterieur de I'horizon. Nous avons ensuite construit 
les diagrammes de Penrose et calcule la masse et le moment angulaire de la nouvelle 
solution ainsi obtenue. 

La solution de Vuorio a ete generalisee au cas de la Gravitation Topologiquement Massive 
avcc constante cosmologiquc. Or, ces solutions, comme la solution de Vuorio, posscdcnt 
des courbes fermees dc genre temps a I'exterieur de I'horizon. Ce ne sont done pas 
de bons trous noirs. II devrait etre possible d'effectuer, comme pour la solution de 
Vuorio, une continuation analytique pour obtenir de bons trous noirs. D'autre part, il 
serait interessant de generaliser la famille de solutions que nous avons construite au 
cas dc la Gravito-electrodynamiquc Topologiquement Massive qui decrit la Gravita- 
tion Topologiquement Massive couplee a I'Electrodynamique Topologiquement Massive 
(c'est-a-dire I'electrodynamique generalisee par I'ajout d'un terme de Chern-Simons) . 
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Conventions et Definitions 



Dans cet appendice sont regroupees les conventions ct Ics definitions de terme qui 
sont utilisees tout au long de la these. Les definitions d'un trou noir, d'un horizon et 
d'une singularite sont donnees a la fin de la partie 1.1. 



Conventions : 

Le systeme d' unite utilise est specific au debut de chaque chapitre. 

Pour la signature de la metrique, nous prenons la convention avec une majorite de 
signes +, c'est-a-dire — h H . 

Pour le tenseur de Riemann, nous adoptons la convention de Landau et Lifchitz 



Le tenseur de Ricci est defini en contractant le tenseur de Riemann par rapport au 
premier et au troisieme indice 





(2) 



et la courbure scalaire par 



(3) 
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Definitions : 



• Asymptotiquement plat : Un espace-temps est dit asymptotiquement plat si la 
metrique de cet espace-temps, dans le systeme de coordonnees oil r est le rayon de la 
sphere, 

ds'^ = -B{r){dt + ujidx'f + A{r)dr^ + r^dQ^ (4) 
tend a I'infini (r — > oo) vers la metrique de Minkowski plus une contribution en 1/r, 

g^.. + (^^^ . (5) 

Nous pouvons montrer que ceci implique que les composantes du tenseur de Riemann 
et du tenseur de Ricci ainsi que la courbure scalaire doivent alors decroitre au moins 
aussi vite que r~^. De meme, les invariants de courbure R'^'^R^iy et R^'^'^'^ RnnXcr doivent 
decroitre au moins aussi vite que r~^. 

• Charge NUT : En reduisant la theorie d'Einstein a la Kaluza-Klein (de quatre a 
trois dimensions), c'est-a-dire en utilisant I'ansatz 

ds^ = -f{dt - cuidx'f + f'^hijdx'dx^ , (6) 

la composante (Oi) de I'equation d'Einstein s'ecrit 

e'^'^Tkj = 0, avec r' = -I^e'^^djcok. (7) 
On en deduit les deux resultats suivants 

n = d,x, d, {e^^%Uk) = -di l^^r' j = (8) 

oil X 6st appclc potentiel NUT. 

II existe done une charge conservee appelee charge NUT 

^f^-^j Fe^dOdif =^J Vhr%xd9dip (9) 
oil Fij — diCUj — djUJi- 

D 'autre part, on peut montrer que les equations a trois dimensions prennent une 

— * 

forme tres similaire a celle des equations de Maxwell avec un champ "electrique" Eg 
proportionnel a la masse et un champ "magnctiquc" Bg proportionnel a la charge NUT. 
Pour cette raison la masse est parfois appelee masse du type "electrique" et la charge 
NUT masse du type "magnetique" . 
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• Isometrie : Une isometrie est un changement de coordonnees x ^ x' tel que 

g^^vix) = d^x'^d^x'^^g'^^ix') = d^x'^d^x'^^gp^ix'), (10) 

c'est-a-dire g'p^ix') = gpa{x'). 

Considerons les isometries infinitesimales 

x'^ = a;^ + e^/^(a;), e « 1. (11) 

L 'equation (fTUj) est satisfaite au premier ordre en e si le vecteur ^ appele vecteur de 
Killing satisfait a I'equation 

e.;p + W = (12) 

appelee equation de Killing. 

• Stationnaire : Un espace-temps est dit stationnaire lorsqu'il possede un vecteur de 
Killing du genre temps. La metrique d'un espace-temps stationnaire pent toujours etre 
mise sous la forme : 

ds"^ = -f{dt - ujidx'){dt - LUjdx^) + f~'^hijdx'dx^ . (13) 

• Statique : Un espace-temps est dit statique lorsqu'il est stationnaire et qu'il existe 
une hypersurface du genre espace S, telle que les orbites du vecteur de Killing du genre 
temps soient perpendiculaire a S. II existe alors un systeme de coordonnees tel que la 
metrique puisse se mettre sous la forme : 

ds^ = -fdt^ + f-^hijdx'dx^. (14) 
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Appendice A 



C ( 



Linear dilaton black holes 



publie dans Physical Review D 



Phys Rev. D67 (2003) 024012 



arXiv : hep-th/ 0208225 
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Appendice B 



The black holes of topologically 
massive gravity' ' 



publie dans Classical and Quantum Gravity 



Class. Quantum Grav. 20 (2003) L277 



arXiv : \gr-qc/030304^ 
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Appendice C 



^ ^Non-asymptotically flat, non-AdS 
dilaton black holes'' 



a paraitre dans Physical Review D 



arXiv : ^r^qc/040503^ 
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Resume 



Dans Ic cadre de theories de la gravitation dilatonique inspirees des theories des 
cordes (de A k D dimensions d'espace-temps), nous construisons de nouvehes solutions 
trou noir on branes noires non asymptotiquement plates. Pour certaines valeurs de la 
constante de couplage dilatonique, nous generalisons les trous noirs statiques a des trous 
noirs en rotation, en utilisant le groupe d'isometrie de I'espace cible. Nous calculons leurs 
masses et leurs moments angulaires en utilisant I'approche moderne au calcul de I'energie 
en Relativite Generale, le formalisme quasilocal, et nous verifions qu'ils satisfont a la 
premiere loi de la thermodynamique des trous noirs. Enfin, nous etudions une famille 
de trous noirs en Gravitation Topologiquement Massive a 2 + 1 dimensions. 

Mots-cles : Relativite Generale, trous noirs, energie quasilocale. 



Abstract : 

In the framework of string-inspired dilatonic gravity theories (from A to D space- 
time dimensions), we construct new non-asymptotically fiat black hole or black brane 
solutions. For particular values of the dilatonic coupling constant, we generalize static 
solutions to rotating ones, using the target space isometry group. We compute their 
masses and their angular momentum using the modern approach to the computation 
of energy in General Relativity, the quasilocal formalism, and we check the agreement 
of these solutions with the first law of black hole thermodynamics. Finally, we study a 
black hole family in the 2-1-1 dimensional theory of Topologically Massive Gravity. 

Keywords : General Relativity, black holes, quasilocal energy. 
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